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Vorwort

Die Diskussion um die Gestaltung der Umsetzungsprozesse von
Digitalisierung im Bildungsbereich ist hochaktuell. In einigen Léndern
werden erste Uberarbeitungen der Curricula vorbereitet, auch die KMK
nimmt sich dieser selbstgesetzten Aufgabe verstirkt an. Nachdem auf der
Herbsttagung 2017 des Arbeitskreises in Heidelberg ein Diskussionsprozess
um die fachdidaktische Perspektive auf den Einsatz digitaler Medien und
Werkzeuge im Mathematikunterricht angestofen wurde, konnte die
Herbsttagung 2018 des Arbeitskreises Mathematikunterricht und digitale
Werkzeuge daran ankniipfen. Im Zentrum der Herbsttagung standen daher
unter anderem die folgenden Fragen:

*  Wie kann Digitalisierung fachbezogen gestaltet werden?
*  Welche unterrichtlichen Konzepte konnen dazu beitragen?

*  Welche innovativen Forschungsfelder konnen vor diesem Hinter-
grund erschlossen werden?

*  Welche Konsequenzen ergeben sich fiir die Aus-, Fort- und Wei-
terbildung?

*  Welche Gelingens- und Randbedingungen sind fiir die Gestaltung
notwendig?

*  Welche Synergieeffekte konnen durch Vernetzungsmoglichkeiten
innerhalb der GDM genutzt werden?

Die vielfiltigen Beitrige der Herbsttagung sind in diesem Band
zusammengefast. Insgesamt haben 45 Teilnehmer*innen die Tagung mit
ihren Impulsen bereichert, davon viele mit eigenen Forschungs-,
Entwicklungs- und Praxisbeitrigen.

Wir danken an dieser Stelle insbesondere allen Autor*innen sowie allen
Gutachter*innen, die sich an der Erstellung dieses Bandes beteiligt haben.

Essen, im Mérz 2019

Guido Pinkernell und Florian Schacht
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Digitalisierung als Herausforderung
an Mathematikdidaktik — gestern. heute. morgen

Birbel Barzel

Der Einsatz digitaler Medien ist seit vielen Jahren ein relevantes und
spannendes Thema fiir das Lernen und Lehren von Mathematik — in der
Forschung wie in der Unterrichtspraxis. Dabei sind es verschiedene Fragen,
die umtreiben: Um welche Medien handelt es sich genau? Wie werden diese
im Lehr-Lern-Prozess am sinnvollsten eingebunden? Welcher Mehrwert
lasst sich fiir das fachliche Lernen und Lehren erkennen? Der Blick zuriick
(Kapitel 1) dient immer retrospektiv als wichtiges Fundament, um das
Aktuelle, den Status Quo (Kapitel 2) zu erfassen und zu verstehen. Beides
dient als Vergewisserung und Absicherung mit Blick aufs Zukiinftige, fiir
die Ideen des ,,Quo vadis?* (Kapitel 3).

Es sind vielfiltige und unterschiedliche Medien, die fiir Mathematik-
unterricht relevant sind. Relevant heif3t hier, dass sie einen Beitrag leisten
kénnen zu den Kompetenzen, die im Mathematikunterricht erworben
werden sollen, wie sie beispielsweise in den Bildungsstandards fest-
geschrieben sind (z.B. KMK, 2004). Nicht nur allgemeine digitale Medien
fiir Kommunikation und Prisentation, sondern insbesondere auch
mathematikspezifische digitale Medien sind hier zu nennen. Die folgende
Tabelle zeigt einen Uberblick iiber die Bandbreite dieser fiir
Mathematikunterricht wichtigen Medien' entstanden.

1 Dieser Uberblick ist zusammen mit Ulli Kortenkamp entstanden und wurde beim gemeinsa-
men Hauptvortrag bei der DZLM-Jahrestagung 2017 in Saarbriicken présentiert, vgl.
www.dzlm.de.
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Medien Allgemein Mathematikspezifisch
An Beruf und Kommunikation Tabellenkalkulation
Alltag orientiert (Internet- und (z.B. Excel)

Netzwerkforen) »grofle CAS*

Présentation (z.B. Maple,

(z.B. ppt, prezi,...) mathematica)

Dokumentation Statistiktools

(in: Wort/ Audio/ Foto/ | (z.B. SPSS)

Video) Tools zur

Recherche (Internet) Messwerterfassung
Didaktisch Digitale Schulbiicher Dynamische
orientiert Erklar-Videos, Geometriesoftware

Tutorielle Systeme
Lernpfade,
Lernumgebungen,
Apps
Lernplattformen
(Moodle)

Audience Response
Systeme

(z.B. Geogebra, TI-
Nspire, Classpad)
Funktionenplotter oder
»kleine CAS*

(z.B. Geogebra, TI-
Nspire, Classpad)
Stochastiktools
(z.B.Fathom,
Tinkerplots, TI-Nspire)

Gestern - Retro spectare?

Die Frage danach, wie digitale Medien in den Mathematikunterricht zu
implementieren sind, ist nicht neu. Dabei standen zunédchst nur die
mathematikspezifischen digitalen Werkzeuge im Fokus. Seit 1980
beschéftigen wir uns in Deutschland zum Beispiel mit der Frage, wie neben
Computeralgebrasystemen (CAS) auch Geometrieprogramme, Funktionen-
plotter, Tabellenkalkulation und Stochastiktools so in den Unterricht
einzubeziehen sind, dass ein Mehrwert fiir das Lernen entsteht. In den
1980er und 1990er Jahren waren diese Diskussionen in Deutschland vor
allem durch einzelne Lehrpersonen geprégt, die pioniermdfig praktische
Unterrichtserfahrungen im Unterricht sammelten und anderen auf Tagungen



Digitalisierung als Herausforderung Seite 3

und in Lehrerfortbildungen berichteten. Wissenschaftliche Begleitung und
Unterstiitzung war dabei nur punktuell vorhanden. So gab es erste Studien
zum Einsatz von Funktionenplottern (vor allem als grafikfahige Taschen-
rechner, z.B. Hentschel/Pruzina, 1995) sowie Untersuchungen zum Einsatz
von Geometriesoftware (z.B. Holzl, 1999, Straler, 1992) und zum Einsatz
von Stochastiktools (Bichler, 1985). Anders in anderen Landern, wo schon
sehr friih seit den 1980er Jahren eine Fiille an verschiedenen Forschungen
zum FEinsatz grafikfahiger Tools und CAS entstand (z.B. in den
Niederlanden, in Frankreich, Australien, UK, USA oder Mexiko — vgl.
Lagrange et al.,, 2003). Mittlerweile hat sich das Bild in Deutschland
gliicklicherweise gewandelt. und es gibt auch in Deutschland Erkenntnisse
aus mehreren grof3 angelegten und langfristigeren Studien zum Einsatz
digitaler Mathematikwerkzeuge, z.B. zu Computeralgebra (Ingelmann &
Bruder 2007,;Weigand & Bichler, 2009; Barzel, 2006,; Riel3, 2018) oder zu
Stochastiktools (Bichler, 2019).

Die zentralen Ergebnisse liegen neben vielen Detailerkenntnissen vor allem
im Potenzial des schnellen Représentationswechsels und der schnellen
Beispielgenerierung, wodurch konzeptuelles Lernen unterstiitzt werden
kann (z.B: durch Aufgaben zum Entdecken von Mustern und Strukturen)
(Barzel, 2012). Das Entfalten dieses Potenzials hidngt jedoch nicht nur von
der Priasenz des Mediums ab, sondern vor allem davon, wie das Medium
eingesetzt wird — mit welcher Aufgabenstellung es verkniipft und in
welches Lernsetting es eingebunden ist. Es ist die Lehrperson, die
wesentlich Einfluss darauf hat, ob Technologieeinsatz zu positiven
Lerneffekten fiihrt (Yerushalmy & Botzer, 2011). Schon sehr friih wurde
deutlich, dass genau hierin auch eines der wesentlichen Probleme fiir eine
breite Dissemination der Technologie liegt. Erfahrene Lehrpersonen haben
Unterrichtsroutinen, die durch den Einsatz von CAS gestort werden (z.B.
Lagrange 2003, Ball 2014). Neueste Studien zeigen, dass es deshalb
unabdingbar ist, Lehrkrifte nicht nur mit guten Unterrichtsmaterialien zu
versorgen, sondern ihnen im rahmen von Profesisonlaisierungsmafnahmen
ihnen Wege erdffnet werden miissen, ihre Routinen vielfiltig zu reflektieren
und vor allem ihnen Erlebnisse eines Selbstwirksamkeitserlebens auch bei
neuen Routinen zu ermdglichen (Thurm, erscheint 2019)



Seite 4 Birbel Barzel

In der Forschung gilt als eine der wichtigsten theoretischen Grundlagen, um
die Lehr-Lern-Prozesse bei der Nutzung digitaler Werkzeuge besser zu
verstehen, das Konzept der instrumentalen Genese (Drijvers & Trouche,
2008). Hier liegt der Fokus auf dem Akt der Aneignung, wenn ein Nutzer
sich ein ,,Artefakt* so zu eigen macht, dass es zu einem ,,Instrument™ fiir
das Lernen wird, um die eigenen mathematischen Handlungen und
Intentionen zu stiitzen. Dabei kann die Einflussnahme in zweierlei Hinsicht
erfolgen, der oder die Lernende wird durch die Vorgaben des Artefakts
geleitet, z.B: wenn bei der Eingabe eines Funktionsterms beim Modellieren
eine passende Skalierung automatisch angeboten und nicht selbst entwickelt
wird. Umgekehrt kann man als Nutzer/in ein Werkzeug in gewissem
Rahmen gestalten, z.B. durch das Erstellen von Makros. Das Medium
bekommt dabei in begrenztem Male eine personliche Note und ist nach den
individuellen Anforderungen gestaltet. Dieses Wechselspiel bezeichnen
Hoyles & Noss (2003) als ,,instrumentation® und ,,instrumentalization®, um
in Analysen die Einflussnahme des Mediums auf den Lernprozess leichter
fassen und die Wirkweise und Wirkrichtung besser rekonstruieren zu
kénnen. Auch wenn je nach Studieninteresse andere Theorien genutzt
werden, so spielt die Theorie der instrumentalen Genese eine zentrale Rolle
im Bereich des Technologieeinsatzes beim Lernen und Lehren von
Mathematik.

Fasst man die Retrospektive zusammen, so zeigt sich im Bereich der
Forschung, dass Theoriebildung stattgefunden hat, wichtige Erkenntnisse
zum Lernen und Lehren mit digitalen Medien sich aus verschiedenen
Studien als Ergebnisse benennen lassen. Dennoch ist zu konstatieren, dass
noch zu wenig empirische Evidenz vorliegt, um von einem Mehrwert des
Rechnereinsatzes generell sprechen zu kénnen.

In der Praxis gibt es eine Fiille punktueller Entwicklungen von Aufgaben
und teils auch Unterrichtssequenzen, allerdings ist noch keine breite
Umsetzung in der Unterrichtspraxis zu verzeichnen (Bos et al., 2016).

Heute — Status Quo?

Aktuell wird Digitalisierung als zentrale Herausforderung an Bildung
diskutiert. Dabei ist das bereits beschriebene Lernargument, dass digitale
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Medien eingesetzt werden sollen, da sie das Potenzial fiir effektivere
Lernprozesse besitzen (Drijvers et al., 2016) nur eines der beiden zentralen
Argumente. Das andere ist das Bildungsargument. Kompetenzen im
Umgang mit digitalen Medien gehdren aktuell wie auch zukiinftig zum
beruflichen und privaten Alltag, weshalb hier eine angemessene Bildung
realisiert werden muss (BMBF, 2016). Bund und Léander haben eine
Grundgesetzanderung erwirkt (Februar 2019), um eine umfassende digitale
Ausstattung an den Schulen als gemeinschaftliche Aufgabe zu meistern. Die
inhaltliche Zielsetzung dieses politischen Bestrebens ist im Strategiepapier
der KMK ,,Bildung in der digitalen Welt“ (KMK, 2016) ausgefiihrt. So
miissen ,, Lehrkrdfte [..] mit den Medien und Medientechnologien
kompetent und didaktisch reflektiert umgehen konnen* (KMK, 2012, S. 7).
Dabei besitzt ,,jedes Fach [..] spezifische Zugéinge zu den Kompetenzen in
der digitalen Welt durch seine Sach- und Handlungszugdnge “ (KMK, 2016,
S. 7).

Im Strategiepapier der KMK (2016) werden facheriibergreifend
Kompetenzbereiche genannt, die fachspezifisch noch zu fiillen sind. Eine
solche inhaltliche Orientierung tut dringend Not, denn das Internet bietet
mittlerweile eine Fiille an sehr diversen, kaum kritisch gepriiften Angeboten
fiir Schiilerinnen und Schiiler, die vielfach allgemein- und fachdidaktischen
Anspriiche auBler Acht lassen. So finden sich viele freie Erklarvideos oder
Computeralgebra-Apps zu Losen von Gleichungen, die héufig auf ein
rezepthaftes Kalkiilwissen reduziert sind ohne Elemente von Verstehen,
Vorstellungs- oder Bedeutungsaufbau. Die hohen Nutzungszahlen solcher
Angebote zeigen, dass gerade diese Art von Wissen von Schiilerinnen und
Schiilern ,,gebraucht* wird, was die bedauerliche Vermutung nahelegt, dass
dieses rein deklarative Wissen zu den unterrichtlichen Anforderungen passt.

Deshalb verwundert es nicht und ist zu begriien, dass die politischen
Bestrebungen nicht nur die technische Ausstattung im Blick haben sondern
ebenso eine gute Unterstiitzung und Professionalisierung von Lehrkréften
fokussiert, damit der Unterricht vor dem Hintergrund der digitalen
Moglichkeiten reflektiert, verandert und den neuen Zielsetzungen angepasst
werden kann. Auch wenn hier Forschung und Universitét gefragt sind, steht
einer fundierten Designentwicklung und Implementationsforschung die
Kurzfristigkeit der Bedarfe in der Schulpraxis entgegen. Hier gilt es, von
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Seiten der Hochschulen addquate Angebote mit zu tragen, regional zu
unterstiitzen und gezielt neu zu entwickeln, so wie im Deutschen Zentrum
fiir Lehrerbildung (DZLM, www.dzlm.de) geschieht. Hier arbeiten mehrere
Hochschulen im Verbund, um Materialien und Konzepte fiir Professiona-
lisierung in Mathematik zu entwickeln, der Fortbildungslandschaft zur
Verfiigung zu stellen und durch einschldgige Forschungsprojekte zu
begleiten.

Auch wenn man die aktuellen Entwicklungen aufgrund des Wildwuchses an
eher transmissiv strukturierten Materialien und Medien im Internet
bedauern kann, da Denkstrukturen gefordert werden, die im Mathematik-
unterricht gerade iiberwinden sollte, so weitet sich aktuell doch der Blick.
Und das ist zu begriifen, denn mit der Diskussion um Medien, kann sich
auch der Blick auf Unterrichtsentwicklung weiten. Denn jegliche Medien
sollten die Denkformen unterstiitzen und vielleicht auch neu ermdglichen,
die ein Verstehen von Mathematik befordern. Dazu ist es erfreulich, dass
aktuell nicht nur digitale Mathematikwerkzeuge betrachtet, sondern alle
relevanten Medien fiir Mathematikunterricht mit dem Ziel einer sinnvollen
Integration einbezogen werden. Zu hoffen und zu unterstiitzen ist, dass in
den aktuellen Diskussionen um Digitalisierung im Mathematikunterricht
fachdidaktisch etablierte Grundsdtze nach sinnvollen Wegen des
Mathematiklernens neu belebt werden. Konkret kann Digitalisierung
genutzt werden, eher genetische Zuginge, inhaltliches Denken und einen
fundierten Vorstellungsaufbau als Grundlage des Kalkiils zu realisieren als
alleine auf eine einseitige Kalkiilorientierung zu setzen (Vollrath, 2001;
Prediger, 2009; Glade, 2016).

Morgen — Quo vadis?

Die Idee, die Herausforderung der Digitalisierung in den Dienst einer guten
Unterrichtsentwicklung im Fach zu stellen, trigt auch die Vision fiir
morgen.

Wir brauchen klare Qualititskriterien und —standards fiir Technologie beim
Lernen und Lehren von Mathematik fiir Auswahl und Produktion von
Materialien & Medien, um so dem Wildwuchs transmissiver Kalkiil-
orientierung entgegen zu wirken. Wir brauchen eine gute Unterstiitzung von
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Lehrkréften durch qualitativ hochwertige Professionalisierungsangebote, die
Grundprinzipien effektiver Fortbildungen folgen (Barzel & Selter, 2015)
und vor allem Lehrkrifte zur inhaltlichen Reflexion ihrer Routinen
veranlassen und ihnen ermoéglichen, ihre Selbstwirksamkeit bei neuen
Unterrichtsroutinen mit digitalen Medien zu erleben (Thurm, erscheint
2019).

Fir Unterrichtsentwicklung braucht es auf der Unterrichtsebene gute
Unterrichtsmaterialien und -konzepte und auf der Fortbildungsebene gute
Professionalisierungsangebote. Fiir beides ist die Arbeit des GDM-
Arbeitskreises hoch bedeutsam. Die immensen Herausforderungen sind nur
in der Kooperation zwischen Schule und Wissenschaft zu leisten und es
sollten auch die verschiedenen Perspektiven Beriicksichtigung finden, um
sowohl fundierte als auch realisierbare Wege auszuloten. Schule muss hier
auf Wissenschaft zdhlen kdnnen.
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Mathtrails digital unterstiitzen
— Chancen und Grenzen mobilen Lernens im
Mathematikunterricht

Nils Buchholtz, Judith Drexler, Katrin Vorholter

Im Artikel wird dargestellt, wie mathematische Stadtspaziergéinge technisch durch
die mobile App Actionbound unterstiitzt werden koénnen. Es lassen sich
organisatorische und mediendidaktische Vorteile bei der Planung und Durchfiihrung
von Spaziergingen erkennen, gleichzeitig stellt sich jedoch die Frage nach dem
fachdidaktischen Mehrwert der sich aus der Unterstiitzung ergibt, und es werden
auch Nachteile deutlich, beispielsweise in Hinblick auf Lerndiagnostik. Ein
Ausblick auf die Einbindung von multiplen Repréisentationsformen durch die
Kombination mit weiteren Apps wirft einen Blick auf die Moglichkeiten von
fachdidaktischen und technischen Weiterentwicklungen im Bereich des mobilen
Lernens im Mathematikunterricht.

Einleitung

Mathematische Spaziergéinge oder Wanderpfade ermoglichen Schiilerinnen
und Schiilern unmittelbare Beziige zwischen realen Objekten und
mathematischen Ideen und Zusammenhéngen herzustellen, und koénnen als
eine Form auflerschulischen Lernens im Mathematikunterricht begriffen
werden (Buchholtz & Armbrust, 2018). Dabei werden bei diesen
Lernarrangements in Form einer Rallye Orte und Objekte im stidtischen
Raum oder im Umkreis der Schule aufgesucht, an denen mathematische
Aufgaben gelost werden miissen, wobei die zu beriicksichtigenden GroBen
zundchst eigenstindig ermittelt werden miissen. Hierbei spielen
verschiedene mathematische Leitideen (u.a. Messen) eine Rolle. Diverse
Formate von ,,Mathtrails“ vermitteln Primdrerfahrungen insbesondere mit
mathematischer Modellierung oder Problemlosen (Buchholtz & Armbrust,
2018; Shoaf, Pollack & Schneider 2004). Mit dem Einzug von digitalen
Medien in den Mathematikunterricht stellt sich hierbei nun die Frage, wie
sich digitale Medien in fachdidaktische Formate - wie mathematische
Spaziergiinge - lernwirksam integrieren lassen. Ein Gradmesser fiir den
Nutzen des Einsatzes hierbei ist, inwieweit die Forderung fachlicher
Lernprozesse durch die digitale Unterstiitzung gewahrleistet werden kann
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(Barzel & Kortenkamp, 2017). Da der Einsatz von digitalen Lernmedien
mittlerweile verstirkt mobile Endgerite einschliefit, die aufgrund ihrer
Standortungebundenheit idealerweise beim aufBlerschulischen Lernen zur
Anwendung kommen konnen, bauen unterschiedliche Projekte zu
Mathtrails mittlerweile auf die begleitende Unterstiitzung durch
Geolokalisierungs-Apps wie MathCityMaps (Ludwig & Jesberg, 2015) oder
Actionbound (Buchholtz, 2018).

Die App Actionbound (www.actionbound.de) ist eine zunédchst im Bereich
der Medienpddagogik entwickelte App zum Erstellen von digitalen
Lernpfaden (sog. Bounds), die Elemente von Partizipation und Gamification
integriert, und die mittlerweile auch Anwendungen im Unterricht der
MINT-Facher gefunden hat (Méhler, 2012; Schreiber & Schulz, 2017,
Biiltmann, Koll, Bruckermann & Schliiter, 2017). Die Bezeichnung
,digitaler Lernpfad* ist allerdings nicht ganz eindeutig, da es sich bei den
Bounds nicht um internetbasierte sequenzierte Lernumgebungen handelt
(Roth, Siiss-Stepancik & Wiesner, 2015), sondern mit Hilfe der App
Aufgaben mit realen Orten verkniipft werden, und der ,,Lernpfad® somit
analog ausgestaltet wird. Werden bei einem derartigen Lernpfad in der App
mehrere mathematische Aufgaben sequenziert und mit verschiedenen Orten
verkniipft, sprechen wir im Folgenden von einem digital unterstiitzten
Mathtrail, der eine Form des mobilen Lernens darstellt. Mobiles Lernen
beschreibt eine Spezialform des elektronischen Lernens (vgl. Lude, Schaal,
Bullinger & Bleck, 2013, S. 8), welches alle Formen des Lernens mit
digitalen Medien bezeichnet (vgl. Witt & Sieber, 2013, S. 15). Es geht beim
elektronischen Lernen dementsprechend nicht um eine Lernform, sondern
um die ,technologische Unterstiitzung von Lernprozessen durch
Informations- und Kommunikationstechnologien* (Witt & Sieber, 2013, S.
16). In diesem Beitrag sollen die Moglichkeiten und Grenzen des mobilen
Lernens beim Einsatz von Mathtrails, die durch Actionbound digital
unterstiitzt werden, ausgelotet werden.

Erstellen und Durchfiihren von Mathtrails mit Actionbound

Die App Actionbound verfiigt {iber zwei Modi, die sowohl bei der Planung
der Spaziergéinge (im Ersteller-Modus am heimischen PC) als auch wihrend
des mathematischen Spaziergangs auf dem Smartphone oder Tablet (sog.
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Bound-Modus) unterstiitzend gebraucht werden koénnen. Die Lehrkraft
bereitet den Mathtrail zunachst vor, indem sie passende Aufgaben in der
App selbst erstellt. Fiir den privaten Gebrauch ist die App kostenlos, jedoch
konnen in diesem Fall entsprechend erstellte Bounds von allen Nutzerinnen
und Nutzern aufgerufen werden.

Abb. 1: Ersteller-Modus der App Actionbound
(© Actionbound, mit freundlicher Genehmigung)

Im Ersteller-Modus lassen sich in Thread-Form (d.h. als Abfolge von
Eintrdgen) Kapitel und Aufgaben erstellen, hinzufiigen und bearbeiten, es
kann mit Hilfe von Koordinaten die Route des Mathtrails festgelegt werden,
und es lassen sich Hilfen und Musterldsungen entwickeln (vgl. Abb. 1).
Weiterhin konnen fiir verschiedene Aufgabenformate (z.B. Quiz, freie
Aufgabe, Sortieraufgabe) Zeitbegrenzungen und Losungsintervalle fiir
Schieberegler festgelegt werden, so dass auch das Beriicksichtigen von
Messfehlern oder unterschiedlicher Modellierungsannahmen gewéhrleistet
werden kann (vgl. Abb. 2). Die Aufgaben kénnen nicht nur in Textform
hinterlegt werden, sondern Actionbound bietet auch Mdglichkeiten, externe
Links, Bilder, Videos oder Audioaufnahmen zu integrieren, so dass
beispielsweise ein Erklarvideo, ein interessanter Artikel oder eine
mathematische Skizze mit relevanten Grofen ergénzt werden kann, je
nachdem, welcher Schwierigkeitsgrad fiir die Aufgaben gewéhlt wird und
welche Formen der Unterstiitzung angeboten werden sollen.
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Bei der Durchfiihrung kann der erstellte Mathtrail im Bound-Modus mittels
Scannen eines QR-Codes oder direkt iiber die Suche in der App aufgerufen
werden. Alle Medieninhalte fiir den Mathtrail lassen sich im Vorfeld
herunterladen, so dass wihrend des Spaziergangs keine mobilen Daten
verwendet werden miissen. Allerdings sollte die GPS-Lokalisierung des
mobilen Gerdts aktiviert sein, da die angegebenen Orte sonst nicht
angesteuert werden kdnnen.

® Punkte
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Abb. 2: Erstellung von Aufgaben (© Actionbound, mit freundlicher Genehmigung)

Die App gestaltet das ,,Spielen” des Bounds gemiBl dem Gamification-
Ansatz als Wettbewerb, bei dem die Schiilerinnen und Schiiler Punkte fiir
gefundene Orte, geloste Aufgaben und das Einhalten von Zeitvorgaben
erhalten. Die App présentiert die erstellten Aufgaben in festgelegter
Reihenfolge, die dann mittels Geolokalisierung abgelaufen wird (ein
variabler Start des Bounds kann eingestellt werden). An den jeweiligen
Standorten 16sen die Schiilerinnen und Schiiler die Aufgabe und geben die
Losung in die App ein. Die App stellt daraufhin ein direktes Losungs-
Feedback und wahlweise zuvor programmierte Hilfestellungen bei falschen
Antworten bereit (vgl. Abb. 3).

Am Ende des Bounds zeigt die App ein Endergebnis an, und die
Schiilerinnen und Schiiler konnen sich entscheiden, ob ihre Ergebnisse auf
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der Actionbound-Website veroffentlicht werden, wobei diese Option auch
ausgestellt werden kann. Gleiches gilt im Ubrigen auch fiir alle wihrend des
Bounds hochzuladenden Bilder oder Tonaufnahmen (dieser Schritt kann im
Bound {bersprungen werden). Im Rahmen des Projekts zum
mathematischen Stadtspaziergang Hamburg (Buchholtz, 2018) wurden
bislang mehrere Bounds realisiert, ein Mathtrail zur Kreisberechnung kann
unter https://actionbound.com/bound/mssghamburgkreisberechnung exem-
plarisch eingesehen bzw. ausprobiert werden.

< ORT FINDEN = @oulZ = < @ RICHTIG

 max 100 Purkte  ® noch 342 Sekunde:

Abb. 3: Bound-Modus der App Actionbound (© Actionbound, mit freundlicher Genehmigung)

Welche Chancen und Herausforderungen bietet der Einsatz digitaler
Medien bei Mathtrails?

Die praktischen Vorteile der App-Unterstiitzung liegen bei der Planung in
der — abgesehen von der Zeit, die fiir das Erstellen des Trails aufgewendet
wird — einfachen Vorbereitung und Anpassung des Spaziergangs fiir die
Lehrkraft. Fiir diese Integration von digitalen Medien in den
Mathematikunterricht miissen keine Computerrdume oder Laptops
organisiert werden. Wahrend des Spaziergangs sind die handliche Form und
GroBe von Smartphone bzw. Tablet, sowie der Robustheit und der intuitiven
Benutzung der App von Vorteil. Es lassen sich aber auch mediendidaktische
Vorteile des digitalen Mediums Actionbound nach Petko (2014, S. 18 ft.)
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identifizieren, unter anderem die Multimedialitit, der Grad der Interaktivitit
und die Adaptivitdt bzw. die Adaptierbarkeit. Die App ist multimedial, da
sowohl Text, Bild und Animationen (multikodal) als auch Audioaufnahmen
(multimodal) kombiniert werden konnen. Dies bietet insbesondere fiir den
Mathematikunterricht die Moglichkeit, auf verschiedene Darstellungen in
der Aufgabenformulierung zuriickzugreifen oder etwa Baupldne oder
Reinzeichnungen in die Aufgabengestaltung einzubauen, die damit durch
einen ,augmented reality“-Charakter zusitzliche Informationen oder
Herangehensweisen fiir die Schiilerinnen und Schiiler bereithalten kdnnen.
Fir die Verwendung interaktiver digitaler Medien im Unterricht konnen
nach Urff (2014) zwei Formen der Interaktivitit unterschieden werden: die
objektbezogene und die unterstiitzende Interaktivitit. Die objektbezogene
Interaktivitét ist in Actionbound eingeschrinkt auf das Eingeben von Text,
das Bewegen von Schiebereglern und das Hochladen von Bildern,
Losungsskizzen oder Videos in Aufgaben. Es kann jedoch nicht anderweitig
mit der App interagiert oder der Mathtrail unterwegs verdndert werden. Die
unterstiitzende Interaktivitét bezieht sich hingegen nicht auf die Aufgaben
selbst, sondern auf Interaktionen iiber die Aufgaben. Durch unterstiitzende
Interaktivititen digitaler Lernmedien besteht die Moglichkeit den
Lernenden ,,vor, wihrend oder nach dem Ld&sungsprozess [...] zeitnahe,
prozessbezogene Riickmeldungen und Hilfe* (Urft, 2014, S. 182)
anzubieten und so Leistungssteigerungen und Motivation anzuregen. Die
App zeigt den Schiilerinnen und Schiilern entsprechend iiber die Eingabe
der Antworten beziehungsweise Losungen unmittelbar Riickmeldungen an
(vgl. Laborde & Strisser, 2016), die die unterstiitzende didaktische
Funktion des Informierens erfiillen (Urff, 2014, S. 147). Erste empirische
Ergebnisse im Zusammenhang mit Mathtrails weisen auf die hohe
Bedeutung dieses unmittelbar gegebenen Feedbacks fiir die Schiilerinnen
und Schiiler hin (Drexler, 2018). Im Bereich der erstellten Riickmeldungen
und Hilfen ist die App Actionbound auch adaptiv, worin sich ein
didaktischer Mehrwert gegeniiber der analogen Durchfiihrung mathe-
matischer Stadtspaziergéinge zeigt (vgl. Ludwig & Jesberg, 2015).

Der markanteste Unterschied mobilen Lernens mit der App Actionbound
zum generellen Lernen mit digitalen Medien besteht allerdings in der
Moglichkeit der Kontextualisierung der Lerninhalte, womit die App-
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Unterstiitzung im Rahmen der Spazierginge ein entscheidendes weiteres
Lernpotenzial digitaler Medien aufweist: Es kann wihrend des
Spaziergangs vor Ort eine inhaltliche Vernetzung des Lerngegenstandes in
der App zu Anwendungsbeispielen in der Lernumgebung (hier die realen
Objekte und die zu ermittelnden GroBen auf dem Spaziergang) stattfinden.
Die Schiilerinnen und Schiiler miissen dafiir selbststindig die digitalen
Lerninhalte mit den entsprechenden Gréfen der realen Objekte in einen
Zusammenhang bringen.

Den beschriebenen Chancen und Moglichkeiten stehen jedoch auch
Schwierigkeiten entegegen. Herausforderungen bei der digitalen
Unterstiitzung  von  Mathtrails  bestehen in  technischer und
unterrichtspraktischer Hinsicht: Wiahrend z.B. eine analoge Bearbeitung
eines mathematischen Stadtspazierganges eine Protokollierung der
Ldsungen mitsamt den Losungswegen vorsieht, erfolgt in der App lediglich
eine Losungseingabe. Bei dem Einsatz von digitalen Lernmedien bei
Mathtrails kann somit die Transparenz von Lernprozessen ausbleiben und
eine Lernzieliiberpriiffung erschwert werden. Letztlich machen vor allem
fachdidaktisch fundierte Apps mobiles Lernen zu einer Bereicherung fiir
den Unterricht (vgl. Barzel und Kortenkamp, 2017). Verschiedene Apps wie
etwa Actionbound mdgen als digitale Lernmedien zwar eine prinzipielle
Lernorientierung haben, sollten aber fiir ihren Einsatz im Mathematik-
unterricht auch einen Mehrwert in Hinblick auf fachliches Mathematik-
lernen beinhalten. So sehen Barzel und Kortenkamp (2017) den Mehrwert
von digitalen Werkzeugen etwa darin, Mathematik durch die Mdglichkeit
der schnellen Variation oder der Erh6hung der Komplexitit von Beispielen
besser zu verstehen. Apps sollten zum eigenen Kreieren und kritischen
Gebrauch von Werkzeugen wie z.B. Makros anregen, durch die dynamische
Verwendung multipler Darstellungsformen Grundvorstellungen und
Anderungsverhalten beim Erkunden vermitteln oder als ein kreatives
Hilfsmittel im mathematischen Modellierungsprozess zur Seite stehen.
Diesen Potenzialen kann die App Actionbound selbst bis auf die
Verwendung multipler Darstellungen nur begrenzt nachkommen, da sie im
Bound-Modus nur wenig Spielraum zur Variation von Aufgaben oder zu
Erkundungsméglichkeiten bereit hédlt. Es liegt daher im individuellen
Ermessen von Lehrkréften, wie sie das Aufgabenspektrum der App bei der
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Erstellung von Mathtrails bestmoglich im Hinblik auf fachliche
Lernprozesse ausreizt. Auf wissenschaftlicher Seite fehlt es bislang auch
noch an Studien, die die Lerneffekte, die mit mobilen Lernarrangements wie
Mathtrails erzielt werden kdnnen, empirisch untersuchen.

Weiterentwicklungen zum fachlichen Lernen bei digital unterstiitzten
Mathtrails

MaBgeblich fiir die Weiterentwicklungen der digitalen Unterstiitzung von
Mathtrails im Rahmen des mathematischen Stadtspaziergangs Hamburg war
daher der Gedanke des ,,App-Smashing* des EdTechTeacher Bloggers Greg
Kolowiec (2013):

After working with iPads for any amount of time in the classroom, one will
quickly realize that most processes can't be completed with just one app. While
many apps slightly overlap in terms of functionality, there tends to be a few
black holes in each app that require the use of another app to complete the pro-
cess. This leads us to ,App Smashing ‘. App Smashing Defined: The process of
using multiple apps in conjunction with one another to complete a final task or
project. (http://kulowiectech.blogspot.com/2013/02/app-smashing-part-i.html)

In einer kleinen explorativen Studie (Drexler, 2018) wurde untersucht, wie
die durch die App Actionbound unterstiitzten Stadtspaziergidnge in einer
hybriden Form durch den Einsatz der GeoGebra App erweitert werden
konnen, um die digitale Unterstiitzung zusitzlich in Hinblick auf fachliche
Lernprozesse anzureichern (vgl. zu App-Smashing im MINT-Unterricht
auch Delcker, Schumacher & Ifenthaler, 2017). Dabei wurden
aufgabenspezifische dynamische Arbeitsblitter mit GeoGebra gestaltet, die
in der App Actionbound an geeigneter Stelle verlinkt wurden und damit auf
dem Smartphone oder Tablet wihrend des Spaziergangs aufrufbar sind (vgl.
Drexler, 2018). Aus fachdidaktischer Sicht ist dabei intendiert, durch den
Einsatz von GeoGebra die in der Realitdt ausgeiibten enaktiven Handlungen
zusétzlich in Hinblick auf die Kontextualisierung (s.o.) durch die virtuell-
enaktive Ebene zu ergénzen (Krauthausen, 2012, S. 227). Auf diese Weise
wird eine simultane Prdsenz multipler Reprisentationsformen mathema-
tischer Inhalte ermdglicht, die letztlich auf den Kern des fachlichen Lernens
mit digitalen Medien und Werkzeugen verweist, mit der zusitzlichen
Einbindung des Realitdtskontexts aber noch dariiber hinaus geht. Schacht
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(2018) beschreibt eben dies in seiner Begriffsanalyse des ,,Digitalen” durch
die philosophischen Betrachtung des Erzeugens von ,,Differenz* im Sinne
Galloways (2014):

Im Herstellen von Beziehungen zwischen den unterschiedlichen Reprd-
sentationsebenen  erfahren die Lernenden ebenjene Differenz [...], die
durch das Werkzeug iiberhaupt erst erméglicht wird. In diesem Sinne erscheint
ein solches Multireprdsentationswerkzeug als ein digitales Werkzeug. Digitale
Werkzeuge erscheinen daher als Hilfsmittel, die unterschiedliche begriffliche
Aspekte zusammenbringen bzw. die eine begriffliche Differenz méglich machen.
(Schacht, 2018, S. 132)

Wie viele Plakate passen auf die Werbeflache?

Author: Judi1a1g
Hinweise
1. Macht euch mit der Grafik vertraut: Mit der Farbe griin sind alle freien (also bewegbaren) Objekte dargestellt. Mit der Farbe rot

sind alle zu beobachtenden Objekte markiert. Ihr kénnt mit den griinen Rechtecken stempeln, indem ihr darauf tippt.

2, Wenn ihr Hilfe braucht, kénnt ihr auf das griine Kastchen mit dem Fragezeichen driicken und euch einen Tipp einhaolen. Es 6ffnet
sich ein weiteres griines Kastchen mit einem Ausrufezeichen, mit dem ibr euch bei Bedarf eine ausfiihrliche Erlauterung einblenden
lassen kénnt.

Zur Erinnerung

Bedingung 1: Die Plakate diirfen sich nicht berlappen!
Bedingung 2: Es sollen genauso viele DIN AQ Plakate wie Din A1 Plakate verwendet werden!
Bedingung 3: Mdglichst zentral muss noch Platz fir einen Jubildums-Banner (242 x 70 cm) sein!
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Abb. 4: Dynamisches GeoGebra-Arbeitsblatt zur Aufgabe LitfaBsidule
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Das Beispiel in Abb. 4 zeigt ein verwendetes dynamisches Arbeitsblatt. Die
passende Aufgabe im Mathtrail besteht darin, zunidchst den Umfang und
dann die Hohe einer LitfaBBsdule vor Ort zu bestimmen, um die Groe der
zur Verfliigung stehenden Werbefliche zu ermitteln. Anschlieend soll die
maximale Anzahl Plakate bestimmt werden, die auf eine Littfaf3sdule dieser
Grofie passen (zur Komplexititsreduktion wurde die GroBe der LittfaBsaule
in dem GeoGebra-Arbeitsblatt fixiert). Die Aufgabe kann dabei sowohl in
der GeoGebra App, als auch direkt am Objekt bearbeitet werden. Neun
Studierende mit unterschiedlichen mathematischen Vorkenntnissen fiihrten
den durch zusitzliche dynamische Arbeitsblétter in GeoGebra erweiterten
Mathtrail auf dem Campus der Universitdt Hamburg durch. Der Einsatz der
beiden Apps zeichnete im Hinblick auf die Unterstiitzung fachlicher
Lernprozesse beim mobilen Lernen fiir den exemplarisch durchgefiihrten
Mathtrail ein positives Bild, wenngleich die erstellten Hilfen und auch die
unterschiedlichen dynamischen Arbeitsblitter von den Studierenden je nach
Aufgabe unterschiedlich hilfreich eingeschitzt wurden (Drexler, 2018).

Zusammenfassend stellt Drexler fest, dass verschiedene Aufgabenkriterien
von mathematischen Stadtspaziergingen (siche Buchholtz & Armbrust,
2018) bei der Unterstiitzung durch multiple Apps nur unterschiedlich stark
beriicksichtigt ~werden konnten. Auch der Wechsel zwischen
unterschiedlichen Apps wie Actionbound und GeoGebra birgt noch
technische Schwierigkeiten. So ldsst sich zwar die parallele Ausfiihrung
beider Apps auf Tablets gut bewerkstelligen, durch die Verlinkung und
durch den parallelen Einsatz von Aufgaben- und Erklértexten fiir beide
Apps besteht jedoch noch eine gewisse Uberfrachtung an textbasierter
Instruktion. Wir konnen im Rahmen dieses Beitrags leider nur einen kleinen
Einblick in die Studie geben. Hier zeigten sich aber dementsprechend noch
Ankniipfungspunkte fiir fachdidaktische Weiterentwicklungen des mobilen
Lernens mit Mathtrails und Verbesserungen der technischen Umsetzung des
App-Smashing.



Mathtrails digital unterstiitzen Seite 21

Literatur

Barzel, B., & Kortenkamp, U. (2017). Digitale Werkzeuge im Mathematikunterricht.
Gestern — Heute — Morgen. Hauptvortrag auf der Jahrestagung 2017 des DZLM,
Saarbriicken. https://vimeo.com/235356479 (28.10.2018).

Buchholtz, N. (2018). AuBerschulisches Lernen von Mathematisieren durch App-ba-
sierte mathematische Stadtspaziergénge. In Fachgruppe Didaktik der Mathematik
der Universitdt Paderborn (Hrsg.), Beitrdge zum Mathematikunterricht 2018 (S.
385-388). Miinster: WTM-Verlag.

Buchholtz, N., & Armbrust, A. (2018). Ein mathematischer Stadtspaziergang zum
Satz des Pythagoras als auBerschulische Lernumgebung im Mathematikunterricht.
In S. Schukajlow, & W. Blum (Hrsg.), Evaluierte Lernumgebungen zum Modellie-
ren (S. 143-163). Wiesbaden: Springer.

Biiltmann, P., Koll, H., Bruckermann, T. & Schliiter, K. (2017). Mit Actionbounds
die Natur entdecken. In A. Bresges, L. Méhler, R. Stephani & A. Pallack (Hrsg.),
MNU Themenspezial MINT: MINT mit Medien produktiv gestalten (S. 32-47).
Menden: Medienstatt.

Delcker, J., Schumacher, C., & Ifenthaler, D. (2017). Der Einsatz von App Sma-
shing im Unterricht. In A. Bresges, L. Méhler, R. Stephani, & A. Pallack (Hrsg.),
MNU Themenspezial MINT: MINT mit Medien produktiv gestalten (S. 10-15).
Menden: Medienstatt.

Drexler, J. (2018). Einsatz von GeoGebra bei mathematischen Stadtspaziergdngen:
Konstruktion und Analyse eines mathematischen Rundgangs auf dem Campus der
Universitdt Hamburg. Masterarbeit Universitdt Hamburg. Hamburg: UHH.

Galloway, A. R. (2014). Laruelle. Against the Digital. Minneapolis: London: Uni-
versity of Minnesota Press.

Kolowiec, G. (2013). App Smashing: Part I. http://kulowiectech.blogspot.com/
2013/02/app-smashing-part-i.html (04.12.2018).

Krauthausen, G. (2012). Digitale Medien im Mathematikunterricht der Grundschu-
le. In der Reihe F. Padberg (Hg.), Mathematik Primarstufe und Sekundarstufe I +
II. Berlin: Springer Spektrum.

Laborde, C., & Strésser, R. (2016). Was bedeutet Interaktivitdt in einer dynamischen
Computer-gestiitzten Lernumgebung? In G. Heintz, G. Pinkernell & F. Schacht
(Hrsg.), Digitale Werkzeuge fiir den Mathematikunterricht: Festschrift fiir Hans-
Jiirgen Elschenbroich (S. 166—187). Neuss: Seeberger Verlag.


http://kulowiectech.blogspot.com/%202013/02/app-smashing-part-i.html
http://kulowiectech.blogspot.com/%202013/02/app-smashing-part-i.html
https://vimeo.com/235356479

Seite 22 Nils Buchholtz, Judith Drexler, Katrin Vorholter

Lude, A., Schaal, S., Bullinger, M., & Bleck, S. (2013). Mobiles, ortsbezogenes Ler-
nen in der Umweltbildung und Bildung fiir nachhaltige Entwicklung: der erfolg-
reiche Einsatz von Smartphone und Co. in Bildungsangeboten in der Natur. Balt-
mannsweiler: Schneider Hohengehren.

Ludwig, M., & Jesberg, J. (2015). Using Mobile Technology To Provide Outdoor
Modelling Tasks: The MathCityMap-Project. Procedia - Social and Behavioral
Sciences, 191, 2776-2781.

Maibhler, L. (2012). Actionbound. In A. Bresges, A. Pallack, & L. Mahler, Themen-
spezial MINT - Herausforderungen Schulalltag: Praxischeck Tablets & Co (S. 20-
22). Neuss: Seeberger Verlag.

Petko, D. (2014). Einfiihrung in die Mediendidaktik: Lehren und Lernen mit digita-
len Medien. Weinheim: Beltz Verlag.

Roth, J., Siiss-Stepancik, E., & Wiesner, H. (Hrsg.) (2015). Medienvielfalt im Ma-
thematikunterricht. Lernpfade als Weg zum Ziel. Wiesbaden: Springer Spektrum.

Schacht, F. (2018). Zur Rolle von Grundbegriffen in der Forschung zum digitalen
Lernen. In G. Pinkernell & F. Schacht (Hrsg.), Digitales Lernen im Mathematik-
unterricht (S. 127-138). Hildesheim: Franzbecker.

Schreiber, C. & Schulz, K. (2017). Actionbound — virtuelle Schnitzeljagd. Mathema-
tische Aspekte in der Umwelt spielerisch entdecken. Mathematik differenziert,
1/2017, 22-25.

Shoaf, M.M., Pollack, H., & Schneider, J. (2004). Math Trails. Lexington: COMAP.

Urff, C. (2014). Digitale Lernmedien zur Forderung grundlegender mathematischer
Kompetenzen: Theoretische Analysen, empirische Fallstudien und praktische Um-
setzung anhand der Entwicklung virtueller Arbeitsmittel. Berlin: Mensch und
Buch.

Witt, C., & Sieber, A. (2013). Mobile Learning: Potenziale, Einsatzszenarien und
Perspektiven des Lernens mit mobilen Endgerdten. Dordrecht: Springer.



Historische Aspekte der Analysis — dynamisch visualisiert

Hans-Jiirgen Elschenbroich

Es werden historische Zuginge zur Analysis als Infinitesimalrechnung, dem
Rechnen mit infinitesimalen Objekten, thematisiert und visualisiert. LEIBNIZ,
PAscAL und CAVALIERI dachten in und rechneten mit Differenzialen und
Indivisiblen. Thre Arbeiten und auch die LEIBNIZ’schen Schreibweisen gaben damals
der Mathematik einen enormen Schub, sind aber heute weitgehend vergessen und
werden meist als unexakt angesehen. lhre Ansitze sollen hier mit Hilfe von
GeoGebra-Lernumgebungen dynamisch visualisiert und unterrichtlich nutzbar
gemacht werden.

Kann man unendlich Kleines darstellen?

Etwas unendlich Kleines auf Papier und Bildschirm darzustellen, erscheint
auf den ersten Blick als Widerspruch. Dabei haben wir uns lidngst schon
daran gewohnt, mathematische Objekte wie Punkte, gerade Linien und
Funktionsgraphen zu ,sehen‘, obwohl niemand im Sinne Euklids einen
Punkt oder eine Gerade gesehen hat und je sehen wird:

., 1. Ein Punkt ist, was keine Teile hat.

2. Eine Linie breitenlose Linge.

3. Die Enden einer Linie sind Punkte.

4. Eine gerade Linie (Strecke) ist eine solche, die zu den Punkten aufihr gleich

mdfSig liegt.

5. Eine Fliche ist, was nur Linge und Breite hat. “ (EUKLID)
Die Zeiten, wo die Mathematiklehrer noch verlangten, dass ein Punkt mit
einem sehr spitzen Bleistift durch ein kleines Kreuz markiert wird, sind
lange vorbei. Heute werden auf dem Bildschirm Punkte rot, griin oder blau
dargestellt, dicker oder diinner, kreisformig, viereckig oder kreuzformig.
Genau so konnen auch Geraden und Ebenen farbig und unterschiedlich dick
dargestellt werden (in GeoGebra unter Eigenschaften/Darstellung).

Die Untersuchung der Steigung von Geraden mit Steigungsdreiecken ist
einfach, weil diese unabhéngig der Grofe des Dreiecks immer den gleichen

Quotienten %-}X( haben. Zu Beginn der Differenzialrechnung beschiftigte
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man sich mit der Frage, wie man an gekriimmten Kurven eine Steigung
ermitteln kann, wie man ein beliebig kleines Steigungsdreieck darstellen/
veranschaulichen kann.

Differenziale, Differenzialquotient und charakteristisches Dreieck

Differenziale wurden zu LEBNIZ Zeiten als beliebig kleine, aber von Null
verschiedene Objekte verstanden, aus denen dann das Verhiltnis, der
Differenzialquotient gebildet wurde. So wurde die Steigung der Tangente
als Quotient aus derartigen Differenzialen bestimmt, die Existenz der
Tangente (im heutigen Sinne: die Eigenschaft der Differenzierbarkeit)
wurde damals einfach unterstellt. Die Differenziale dx und dy als Katheten
und ds als Hypotenuse bildeten an einem Punkt P des Graphen von f ein
infinitesimales Dreieck, das die Steigung der Kurve bzw. der Tangente
festlegte und charakteristisches Dreieck genannt wurde. Dieses
infinitesimale Dreieck versuchte schon LEIBNIZ in Verallgemeinerung einer
Idee von PASCAL sichtbar machen, indem er es ldngs der Tangente
vergroBert zeichnete und iiber die Normale ein dhnliches Dreieck bis zur x-
Achse konstruierte (Abb. 1, Abb. 2).

Abb. 1: Das charakteristische Dreieck Abb. 2: Das charakteristische Dreieck bei
bei LEIBNIZ (WALTER, 2004, S. 234) LEIBNIZ (SONAR, 2016, S. 113)
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Die Fallstricke dieser statischen Visualisierung offenbaren sich erst auf den
zweiten Blick. In beiden Abbildungen ist die Kurve so schwach gekriimmt,
dass der Unterschied zwischen dy und Ay, zwischen dem Differenzen-
quotienten-Dreieck Ax-Ay-As an der Sekante und dem Differenzial-
quotienten-Dreieck dx-dy-ds an der Tangente, nicht augenfallig ist.

Das ist auch in der Originalabbildung von LEIBNIZ so (Abb. 3), der Unters-
chied zwischen dy und Ay geht in der Strichdicke unter.

Und bei der Abb. 2 von SONAR sieht man noch, dass (entgegen der
Ausflihrung in seinem Text) das Dreieck y-v-n offensichtlich nicht &hnlich
zum Dreieck dx-dy-ds ist (und auch nicht dhnlich zum Dreieck Ax-Ay-As).
Der Fehler liegt wohl darin, dass die Strecke n hier nicht orthogonal zur
Tangente ist, also keine Normale ist.

Abbildung 11: Das charakteristische
Dreieck im leibnizschen Caleulus
(Originalabbildung)

Abb. 3: Das charakteristische Dreieck bei LEIBNIZ (WITZKE, 2009, S. 72)

Mit den Maoglichkeiten dynamischer Software (hier GeoGebra) kann man
diese statischen Visualisierungen dynamisieren und die wesentlichen
Aspekte und Unterschiede einblendbar machen. Hierbei wird als Black Box
genutzt, dass man mit dem Werkzeug GeoGebra an differenzierbare
Funktionen an passender Stelle eine Tangente zeichnen kann. Dies
entspricht in moderner Form der seinerzeitigen intuitiven (und aus heutiger
Sicht naiven) Annahme, dass Tangenten an Kurven immer existieren.
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In der dynamischen Visualisierung kann man die Funktion f, den Punkt P
und Ax verdndern. Damit konnen wir

e entlang der Tangente eine VergroBBerung des infinitesimalen cha-
rakteristischen Dreiecks dx-dy-ds zeichnen (orange gefiillt),

* im (vergroBerten) charakteristischen Dreieck ein Sekantendreieck
einzeichnen (magenta schraffiert),

e und die VergroBerung/ Verkleinerung iiber einen Schieberegler
Ax steuern (ELSCHENBROICH, 2018).

Dabei wird dann sowohl der Unterschied zwischen den Dreiecken Ax-Ay-
As und dx-dy-ds sichtbar (fiir grole Ax, Abb. 4) als auch die Anndherung
des Dreiecks Ax-Ay-As an dx-dy-ds (fiir kleine Ax, Abb. 5). Hierbei ist die
Funktionenlupe (ELSCHENBROICH 2015) sehr hilfreich zur Visualisierung.
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Abb. 4: Charakteristisches Dreieck und Sekantendreieck fir A X =2
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Abb. 5: Charakteristisches Dreieck und Sekantendreieck fiir Ax = 0.2

In der klassischen statischen Visualisierung konnen wir wie in Abb. 1 das
charakteristische Dreieck entlang der Normalen bis zur x-Achse vergrofiern,
so dass es nun bei Verkleinerung von Ax unveréndert bleibt (Abb. 6).
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Abb. 6: Charakteristisches Dreieck y-v-n

Gleichgiiltig, ob das charakteristische Dreieck mit der Funktionenlupe
modern dynamisch nach Abb. 4 oder klassisch nach Abb. 6 visualisiert
worden ist, haben wir so die Mdglichkeit, etwas infinitesimal Kleines zu
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veranschaulichen, uns vorzustellen. In Kombination mit dem Schieberegler
Ax Dbietet der Ansatz aus Abb. 5 mit der Funktionenlupe auch die
Maoglichkeit, den Grenzprozess Ax — 0 zu visualisieren. Natiirlich wird
mathematisch kein echter Grenzprozess Ax — 0 durchgefiihrt, denn der
Schieberegler endet bei einem kleinen Wert fiir Ax, hier Ax — 0 = 0.0001.
Dies ist aber vollig ausreichend, um bei Schiilern ein anschauliches
Grundverstdndnis aufzubauen. Und es ist nach meinem Dafiirhalten deutlich
anschaulicher als die ,Unendlichkeitsbrille’ der Nonstandard-Analysis, wo
mit einem infiniten Faktor vergrofert werden muss (BAUMANN & KIRSKI,
2016, S. 10).

Indivisible und Flidcheninhalt

Die Vorstellung, dass Objekte aus ,Indivisiblen, aus unteilbar kleinsten
GroBen bestehen, stammt von den antiken Atomisten und wurde in der
Entwicklung der Integralrechnung insbesondere von CAVALIERI vertreten,
woran LEIBNIZ ankniipfte:

,, Die Indivisiblen sind unendlich diinne Gebilde, die eine um Eins kleinere Di-
mension besitzen als das von ihnen in ihrer Gesamtheit gebildete stetige Gan-
ze.“ (WUSSING, 1979, S. 159).

Dabei stehen wir nun vor dem Problem, nicht nur beliebig kleine Objekte
darzustellen, sondern auch noch beliebig viele davon. In der Visualisierung
arbeiten wir dann mit ,ziemlich vielen® und ,ziemlich kleinen® Objekten.

Wir stellen uns Flachen aus unendlich vielen, unendlich diinnen parallelen
,rechteckigen Streifen‘ zusammengesetzt vor. Bei Fldchen unter
Funktionsgraphen hat ein solcher ,rechteckiger Streifen‘ das Differenzial dx
als ,Breite® und f(x) als ,Hohe‘ und infolgedessen dann den ,Flacheninhalt’
dy = f(x) - dx. Summiert man alle diese Streifen auf, erhdlt man die gesamte
Flache (Abb. 7, Abb. 8). Die Indivisiblen haben ein Janus-Gesicht:

, Each of the indivisibles is simultaneously viewed as a one-dimensional line
segment and as an infinitesimally thin two-dimensional rectangle. The indivisi-
ble at point x has height f(x) and width dx (using what would be Leibniz' notati-
on from the late 1600s). Therefore it had area f(x)dx.“ (OTERO 2000)
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a x b

Abb. 7: CAVALIERTs Indivisiblen- Abb. 8: CAVALIERIS Indivisiblenmethode

methode (WALTER, 2004, S. 193) (OTERO, 2000)

Die Dynamisierung von Abb. 7, Abb. 8 fithren wir hier am Beispiel eines
halben Einheitskreises und der Funktion f mit f (x|=V1—-x2,-1<x<1,
durch (natiirlich kénnen auch andere Funktionen eingegeben werden). Um
das Prinzip zu verstehen, gibt es eine Anzahl n der Unterteilungen, die
automatisch den Wert Ax festlegt, und wir betrachten n Rechtecke
f(x)-Ax, zunichst fiir kleine » und zugehorige groBe Ax. Die
Dynamisierung erfolgt dadurch, dass dieser Wert von n verdndert,
insbesondere vergroBert werden kann. Man sieht flir zunéchst kleine n
deutlich, dass wir hier dquidistante Mittensummen haben (Abb. 9). Links
und rechts am Rande des Definitionsbereichs ist f[x|=0. Einen
besonderen Effekt konnen wir neben dem Erhohen von n auch noch
dadurch erzielen, dass wir den Halbkreis dynamisch von links nach rechts
fiillen lassen (ELSCHENBROICH & SEEBACH, 2018, S. 91).

Eine andere Modglichkeit, sich einen Kreis aus indivisiblen Objekten
zusammengesetzt vorzustellen, besteht darin, konzentrische Kreislinien der
,Breite® dx zu wihlen (Abb. 10).
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- Ax=0.2

Abb. 9: Halbkreis und achsenparallele Streifen ADbb. 10: Vollkreis und konzentrische
als Indivisible Kreislinien als Indivisible

Solche nichtparallelen Objekte konnen aber auch Probleme mit sich
bringen, wie aus klassischen Paradoxien bekannt ist (TOEPLITZ 1949, S. 57-
58). Dass man dies hier korrekt durchfithren kann, erkléart sich anschaulich
dadurch, dass man die Kreisringe ,aufschneiden® kann und nebeneinander
,aufgestellt® als senkrechte parallele Indivisible zu einer Funktion g mit
g (x)=2mx sehen kann. Allgemein kann sagen, dass man auf einigermaBen
sicherem Terrain ist, wenn die Indivisiblen parallel sind und man mit dem
gleichen Inkrement arbeitet.

CAVALIERI und LEIBNIZ navigierten in einer Mischung aus Erfahrung und
Intuition durch unsicheres Geldnde. So schrieb TOEPLITZ iiber CAVALIERI
und seinen Umgang mit Indivisiblen: ,,Er blieb auf seinen ,guten Instinkt
angewiesen.” (TOEPLITZ, S. 58) und WUSSING formulierte: ,,LEIBNIZ war
sich der Unbestimmtheiten und logischen Widerspriichlichkeiten seines
Differentialbegriffs und des Umgangs mit ,unendlich kleinen Gréfen® sehr
wohl bewul3t.” (WUSSING S. 174). Das war nicht jedem ihrer Zeitgenossen
gegeben. Dass aber LEIBNIZ sehr wohl wusste, was er tat, zeigt sein erst
2016 veroffentlichter Text von 1676, in dem er schon die Grundidee der
modernen Epsi-lontik vorwegnahm. Er formulierte dort, dass sich der Wert
der Rechtecksumme vom Wert des Integrals ,,um eine Quantitit
unterscheidet, die kleiner ist als eine beliebige gegebene.” (LEIBNIZ, zitiert
nach ULLRICH 2017, S. 24).
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Noch mehr Indivisible

So wie man bei den parallelen Strecken-Indivisiblen als Bildmetapher an
einen Boden mit Dielen denken kann, so kann man bei einer Linie und
Punkt-Indivisiblen an eine Kette aus Perlen denken und bei Korpern und
Flachen-Indivisiblen an einen Stapel Papier. Auch ist eine
Computertomographie ein modernes Beispiel, wo ein Kopf in 2 mm dicken
parallelen Schichten aufgenommen wird und diese dann zusammen ein
dreidimensionales Bild ergeben.

Wenn wir die Indivisiblen aus Abb. 9 um die x-Achse rotieren lassen,
entstehen aus den ,Streifen‘ f (x]-dx durch die Rotation um die x-Achse
zylindrische ,Scheiben® 7if 2 (x)-dx (die zwangsliufig parallel sind) als neue
Indivisible fiir die Kugel (Abb. 11).

Abb. 11: Kugel und zur x-Achse orthogonale ,Scheiben® 7tf 2 (X ) -dx als Indivisible

So erhalten wir fiir das Volumen der Einheitskugel in der Summe all dieser

1
Indivisiblen Y nf2(x)-dx = [ m(1-x*|dx = %n . In der Schreibweise

omn. -1
lassen wir uns dabei von LEIBNIZ und CAVALIERI inspirieren und schreiben
in der Summation omnia (omn.). LEIBNIZ rechnete mit Differenzialen wie
mit reellen Zahlen, insbesondere Quotienten (SONAR, S. 406), Produkten
und Summen.
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ADbb. 12: Halbkugel und konzentrische Sphéren dx als Indivisible

Ein anderer Ansatz, sich die Kugel aus nicht-parallelen Indivisiblen
bestehend vorzustellen, ist eine Verallgemeinerung von Abb. 10. Als
Indivisible nehmen wir hier konzentrische Spharen, Kugelschalen der Dicke
dx. Damit man aber etwas sehen kann, beschrianken wir uns auf die halbe
Einheitskugel und schauen von unten auf die Grundflache (Abb. 12). Damit

1
erhalten wir fiir das Volumen: ) 27x2-dx = f 2nx2dx = %n .
omn. 0
Das Potential der LEIBNIZschen Schreibweise und Denkweise zeigt sich
besonders schon bei der Berechnung der Kurvenlédnge. Den Graphen von f

stellen wir uns dazu aus indivisiblen Kurvenstiickchen ds:de2+dy2
bestehend vor (COLERUS 1934, S. 267), die alle aufsummiert die Kurve
ergeben.

dods = D NdxX+dyr = D41+

omn. omn. omn.

dyly o L[,
I dx_{1+dx dx .

Mit Differenzialen & Indivisiblen rechnen

LEIBNIZ schuf Schreibweisen und Bezeichnungen fiir den Differenzial-
quotienten und das Integral, die sich iiber Jahrhunderte erhalten und
bewihrt haben. Er strebte nach einer formalen Universalsprache und hat
durch geniale Wahl seiner Symbole ein Kalkiil geschaffen, ,,so dass das
Rechnen mit den Symbolen fast von selbst funktioniert (SONAR 2016, S.
4006).
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,,Bei den Bezeichnungen ist darauf zu achten, dafs sie fiir das Erfinden bequem
sind. Dies ist am meisten der Fall, so oft sie die innerste Natur der Sache mit
Wenigem ausdriicken und gleichsam abbilden. So wird ndmlich auf wunderba-
re Weise die Denkarbeit vermindert. “ (LEIBNIZ, zitiert nach WUSSING, S. 173)

Der LEIBNIzsche Kalkiil bietet die Mdoglichkeit, einfach und intuitiv
Ableitungsregeln und Integrationsregeln zu formulieren. Beispielhaft seien
hier genannt:

Summenregel: dlu+v|=du+dv ,

dy _dydu oy _ 1
Kettenregel: dx du dx’ Ableitung der Umkehrfunktion: dx Th
dy
Substitutionsregel: f flul '%dx :f fluldu .

Differenziale & Indivisible heute und ihr didaktisches Potential

Differenziale und Indivisible als Objekte sind wegen des nebuldsen und
nicht unproblematischen Umgangs mit dem Unendlichen heute weitgehend
aus Analysis in Schule und Hochschule verschwunden.

Zwar ist in der englischsprachigen Literatur das Symbol % fir die

Ableitung/Steigung gingig, es findet sich auch im Menii des CAS-
Programms TI-Nspire (Abb. 13). Aber heute wird in der Regel dem
Differenzialquotienten die Quotienten-Eigenschaft abgesprochen, indem
man ihn als ein unteilbares Symbol, als bloe Schreibfigur sieht. Deswegen
soll er ,,auch nicht als Bruch von zwei reellen Zahlen verstanden werden,

sondern ist nur als Ganzes sinnvoll. % wird auch nicht ,dy durch dx‘

gelesen, sondern ,dy nach dx* “ (KRONFELLNER, S. 81).



Seite 34 Hans-Jiirgen Elschenbroich

A=
L 1Nulstelle

AS .
?mi" 2:Minimum
A= ’

?,ma.Mammum

= 4:Schnittpunkt

hp I Wendepunkt

o Gidyfdx

&7.\ntegral

8:Begrenzter Bereich

@ 9:Analyse von Kegelschnitten »

Abb. 13: TI-Nspire: Menii Graph analysieren

Beim Integral ist es dhnlich. Den Ausdriicken f(x)-dx wird die Produkt-
Eigenschaft abgesprochen und das Symbol f f \x|dx wird als Integral von

f nach dx gelesen. Hier wird eine Pseudoexaktheit exerziert, die ober-
flichlich mehr Korrektheit bringt, aber nicht mehr Klarheit und
Verstindnis.

Wie kann man Differenzialen und Indivisiblen auch heute mathematisch
und didaktisch Sinn geben?

Frither wurde von Differenzialen ausgehend der Differenzialquotient und
damit die Steigung der Tangente, der Wert f'(x) bestimmt. Wenn man
heute in der Ndherungsrechnung mit Differenzialen arbeitet, so erhélt man

von der Ableitung f (x| = % ausgehend dy = f(x|-dx (Abb. 14).

DIFFERENTIALE.

Ist P (2| y) ein beliebiger Punkt der Kurve
y= (z) (Abb.74) und wichst z um 4z, so
wiichst y um 4 y = [ (x +4 1) — f (x). Ersetzt
man die Kurve durch die Tangente in P, so
erhiilt man statt 4 y den Zuwachs dy. Der Ein-
heitlichkeit halber schreibt man in diesem Fall
dw statt Az, Abb. 74

Ax=dx—>»

Vx

Abb. 14: Differenziale (LAMBACHER & SCHWEIZER 1950, S. 102)
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Weiter ist dann dx=Ax und wir konnen damit —Z‘)% tatsdchlich als

Quotienten von diesen Differenzialen handhaben (MANGOLDT & KNOPP
1968, S. 68f). Diese Differenziale sind dann aber nicht mehr ,unendlich
klein‘. Fiir immer kleineres Ax ndhert sich dann Ay immer mehr dy an.

Fiir die Indivisiblen kann man die RIEMANNsche Integral-Definition mit
,passenden‘ Zwischenpunkten & fiir Zerlegungen Z des Intervalls [a, b]
aufgreifen. Hier hatten wir die spezielle Situation, dass die Zerteilung
dquidistant ist und die & immer in der Mitte des Intervalls sitzen (Abb. 15).

€1 S2 <3 Ga S5

Riemannsche Zwischensumme

Abb. 15: RIEMANNsche Zwischensummen (WALTER 2004, S. 203)
Die Denkweise von LEIBNIZ hat auch heute noch ein didaktisches Potential:

a) Sie ist geistesgeschichtlich und mathematikgeschichtlich interessant:
*  Woher haben Differenzialrechnung und Differenzialquotient ihren
Namen?
*  Woher kommt die Differenzial- und die Integral-Schreibweise?
b) Sie ermdglicht in der dynamischen Visualisierung einen genetischen
Zugang zu Grundvorstellungen und zentralen Ideen der Analysis.

¢) Man kann damit einfach Ableitungs- und Integrationsregeln finden.

Zu guter Letzt

Ich greife historische Ideen und Ansétze auf, insbesondere von LEIBNIZ und
CAVALIERI, und versuche sie mit digitalen Werkzeugen fiir den modernen
Unterricht nutzbar zu machen. Dies hat nicht den Exaktheits-Anspruch
eines mathematikhistorischen Aufsatzes, sondern ist mehr ein Crossover.
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Ich danke Frau Dr. CHARLOTTE WAHL von der Gottfried Wilhelm Leibniz
Bibliothek fiir wichtige und hilfreiche Hinweise, die ich hier nicht
vorenthalten mochte:

I. LEIBNIZ' Monaden sind zwar unteilbar kleinste Teilchen, aber sei-
ne Differenziale (und auch Produkte, die dann infinitesimal
schmale Fldchenelemente ergeben) sind es nicht, denn die sind
teilbar (man kann 0.5dx schreiben). Hier unterscheiden sich
CAVALIERI und LEIBNIZ.

II. Paradoxien im Umgang mit Indivisiblen entstehen, wenn man wie
CAVALIERI keine Breite annimmt. Wenn man aber wie LEIBNIZ
eine infinitesimale, aber wohlbestimmte Breite dx annimmt, dann
rechnet man mit Flacheninhalten und hat das Problem nicht.

III. Meine Schreibweise Z ist ein mathematikhistorisches Medley.

omn.

Das Summenzeichen geht auf EULER zuriick. Die Abkiirzung omn.
fiir omnia stammt von CAVALIERI. LEIBNIZ hat das grofle Sigma
nicht als Summenzeichen verwendet, sondern anfangs nur das
Wort omn. Er hat auch nicht "omn." in Zusammenhang mit "dx"
verwendet, sondern "omn. [" fiir "alle Linien 1" geschrieben. Spéter
hat LEIBNIZ fiir die Summation dann das lange stilisierte S fiir
summa, das Integralzeichen [, entwickelt.

IV. Ich habe beim Ausdruck f(x)-dx sowohl die Sichtweise von
CAVALIERIs Indivisiblen als auch von LEIBNIZ® Differentialen ge-
sehen und dazwischen gewechselt. LEIBNIZ® Differentiale (oder
auch ihre Produkte) sind genau genommen keine Indivisiblen, weil
sie im Gegensatz zu CAVALIERIS GroBen teilbar sind. LEIBNIZ hat
sie auch selbst nicht so genannt und nur einmal nennt er sie eine
unendlich kleine Grof3e ,,minima seu indivisibilis*.

V. Man muss unterscheiden zwischen CAVALIERIS Definition, wo In-
divisible Linien in einer Flache sind, und spdteren Definitionen,
wo Indivisiblen (besser spricht man dann von Infinitesimalen) eine
unendlich kleine Breite zugestanden wird. CAVALIERI war mit den
Indivisiblen sehr bewusst umgegangen, nur ganz bestimmte Ope-
rationen waren erlaubt. Ist man weniger vorsichtig, wie seine
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Nachfolger und Kritiker, dann st6Bt man schnell auf Paradoxien.
Deshalb ist man dann zu Infinitesimalen iibergegangen. Der Vor-
teil einer Breite - auch wenn sie unendlich klein ist - ist, dass man
sie z. B. halbieren kann.
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Aufgabenanalyse zur Bestimmung
des Unterstiitzungspotentials
von dynamisierten Darstellungsumgebungen —
Theoriebasierte Entwicklung einer Entscheidungsheuristik
fiir Lehrkrifte

Fabian Griinig, Markus Vogel

Der Einsatz von computergestiitzten Darstellungen im Mathematikunterricht wird
hiufig mit der Erwartung von tieferer Einsicht in mathematische Phdnomene
verbunden. Entscheidungshilfen fiir Lehrkréfte dafiir, wann sich die Computer-
unterstiitzung fiir den Einsatz bei einer Mathematikaufgabe eignet, stehen jedoch
selten zur Verfiigung. In diesem Beitrag wird eine solche Entscheidungshilfe in
Form einer Heuristik fiir Aufgaben zum Anderungsverhalten aus theoretischen
Uberlegungen entwickelt, wobei kognitionspsychologische und stoffdidaktische
Perspektiven berticksichtigt werden.

Einleitung

Der Zugang zu mathematischen Objekten oder Prozessen ist nicht ohne die
Entwicklung oder Verwendung von Darstellungen mdglich (Duval, 2006).
Insbesondere computergestiitzte Darstellungen bieten durch Animationen,
Interaktivitit oder dynamische Ubersetzungen das Potenzial, den
Lernprozess von Schiilerinnen und Schiilern zu unterstiitzen (z. B. Vogel,
Girwidz & Engel, 2007) und ein tieferes Verstindnis zu ermdglichen
(z. B. Ainsworth, 2006). Bei der Unterrichtsplanung stehen Mathematikl-
ehrkrifte vor der Herausforderung, einschitzen zu miissen, wie eine
computergestiitzte Darstellung im Unterrichtskontext den Lernprozess, etwa
bei der Begriffsbildung, der Schiilerinnen und Schiiler beeinflusst.

In diesem Beitrag wird ein theoriebasiertes, heuristischer Analyseansatz
herausgearbeitet, der die Frage nach der Passung von Mathematikaufgabe
und computergestiitzten Darstellung als Hilfsmittel fiir deren Bearbeitung in
den Blick nimmt. Der Analyseansatz dient der Entwicklung -eines
Testinstruments in einem Projekt des Graduiertenkollegs ,Effektive
Kompetenzdiagnose in der Lehrerbildung® (EKoL), gefordert durch das
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Land Baden-Wiirttemberg. In diesem Beitrag wird der Ansatz unabhéingig
vom Projektbezug und dem Ziel der Testentwicklung diskutiert.

Zum Unterstiitzungspotenzial von computergestiitzten Darstellungen

Eine Modglichkeit die Unterstiitzung des Lernprozesses durch
computergestiitzte Darstellungen zu erkldren, besteht in der Entlastung von
kognitiven Prozessen. Die Unterstiitzung des Lernprozesses kann unter
anderem durch den Supplantationseffekt nach Salomon (1972) und den
Effekt des Computational Offloading (Scaife & Rogers, 1996) theoretisch
untermauert werden.

Der Supplantationseffekt beschreibt die Moglichkeit, dass computer-
gestiitzte Darstellungen mentale Prozesse anbahnen konnen, indem sie die
Prozesse durch externalisierte Formen komplementieren. Dadurch sollen
Verarbeitungsprozesse auf Seiten der Adressaten angestofen werden, die zu
einer Internalisierung der externen Operationen fithren (Salomon, 1979,
S.139). Die Internalisierung soll dabei nicht als direktes Abbild der
externalisierten Operation verstanden werden. Sie ist Ausdruck von aktiver
Informationsverarbeitung, welche durch die computergestiitzte Darstellung
zwar angestof3en, jedoch nicht ersetz werden kann (Mayer, 2009; Schnotz &
Bannert, 2003).

Die Unterstiitzung des Lernprozesses durch das sog. Computational
Offloading beschreibt den Effekt, dass mentale Operationen entlastet
werden, indem computergestiitzte Darstellungen Informationen oder
Operationen der dargestellten Objekte einfacher zugéinglich machen (Scaife
& Rogers, 1996, S. 188-189). Dieser Effekt ldsst sich mit dem Grundprinzip
der Cognitive Load Theory (Chandler & Sweller, 1991) in Einklang
bringen. Ersparte kognitive Ressourcen (extraneous load) konnen
anderweitig fiir intendiert produktive Zwecke (germane ressources) im
Sinne der anstehenden Aufgabenbewiltigung nutzbar gemacht werden.

Eine implizite Gleichsetzung von Nutzungs- und Lerneffizienz von externen
Darstellungen erfolgt jedoch nicht: Hilfsmittel fiir das Losen von
Lernaufgaben wirken sich nicht per se positiv auf den Lernerfolg aus, wenn
sie die nétige Informationsverarbeitung zur Aufgabenlosung vereinfachen.
Vielmehr kommt es auf eine mdglichst hohe Ubereinstimmung mentaler
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Strukturen, dem sogenannten Cognitive Fit (Vessey, 1991), zwischen
Lerngegenstand und den unterstiitzten Strategien oder Prozessen bei der
Aufgabenbearbeitung an. ,,[Tlhe theory [of Cognitive Fit] describes the
effects on performance of matching the nature of the problem representation
to the nature of the task.“ (Vessey, 1991, S.220) Mit Blick auf
computergestiitzte externe Darstellungen und deren charakteristische
Gestaltungsmoglichkeiten ist demnach der Cognitive Fit zu beriicksichtigen.

Computergestiitzte Darstellungen unterscheiden sich von anderen externen
Darstellungen unter anderem dadurch, dass interaktive und dynamische
Elemente realisiert werden kdnnen. Daher unterscheiden sie sich auch darin,
bei welchen Lerngegenstinden sich ihr Einsatz besonders eignet. In den
folgenden  Abschnitten wird die Diskussion auf dynamisierte
Darstellungsumgebungen fokussiert. Dabei werden deren Charakteristika
und Unterstiitzungsleistungen hervorgehoben und passende Lern-
gegenstinde herausgearbeitet.

Zum Unterstiitzungspotenzial von dynamisierten
Darstellungsumgebungen

In Anlehnung an Vahey, Knudsen, Rafanan & Lara-Meloy (2013, S. 19-20)
bezeichnen dynamisierte Darstellungsumgebungen die computergestiitzte
Einbettung mathematischer Bezichungen in interaktiv manipulierbare
digitale = Objekte. = Analog dazu werden unter dynamisierten
Darstellungsumgebungen in diesem Beitrag die computergestiitzte
Aufbereitung von einer oder mehreren Darstellungen von einem oder
mehreren mathematischen Objekten verstanden. Dynamisierte Darstellungs-
umgebungen realisieren ferner mathematische Beziehungen oder
funktionale Abhéngigkeiten der dargestellten Objekte in der Art, dass
Anderungen an einem dargestellten Objekt automatisch auf davon
abhéngige, dargestellte Objekte iibersetzt werden (vgl. ,,dyna-linking™ in
Ainsworth, 2006 oder ,,hot linking** in Kaput, 1989). Anderungen an einem
dargestellten Objekt sind durch interaktiv manipulierbare Darstellungs-
elemente mit geringem Interaktionsgrad — etwa Schieberegler, per
Drag & Drop verschiebbare Punkte oder einfache Text- und Zahleingaben —
moglich (vgl. Schulmeister, 2002; Worler, 2018).
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Diese Definition umfasst etwa vorgefertigte Worksheets aus dynamischer
Geometrie-Software, entsprechend aufbereitete  Arbeitsbldtter einer
Tabellenkalkulation sowie Web- oder Smartphone-Apps, die eine
Interaktion mit dynamisch verkniipften mathematischen Darstellungen
erlauben. Explizit ausgeschlossen werden solche Arbeiten am Computer,
bei denen die Schiilerinnen und Schiiler die Darstellungselemente selber
konstruieren miissen.

Wie im vorangegangenen Abschnitt dargelegt, geht man davon aus, dass die
Unterstiitzung des Lernprozesses durch eine computergestiitzte Darstellung
dann besonders wirksam ist, wenn Gehalt oder Essenz von Lerngegenstand
und Darstellungsmerkmalen korrespondieren (Salomon, 1979; Vessey,
1991). Die Korrespondenz besteht dann, wenn die computergestiitzte
externe und die angebahnte interne Darstellung moglichst strukturgleich
sind und fir die Symbolsysteme der externen Darstellung gilt: ,they
[should] represent the information in better isomorphism with the specific
modes of internal representation that a learner (with a given cognitive
make-up and task) ought to generate.“ (Salomon, 1979, S. 137)

Diesem Argument folgend verspricht man sich durch dynamisierte
Darstellungsumgebungen besonders lernwirksame Unterstiitzungsleistung,
wenn mathematische Lerngegenstinde mit dynamischem Gehalt im
Mittelpunkt stehen. Darunter fallen etwa das Erfassen und Beschreiben von
Anderungsverhalten von mathematischen Objekten (Roth, 2005),
Lerngegenstdnde mit Beziigen zum Kovariationsaspekt (Vollrath, 1989)
oder Begriffsbildung anhand dynamischer Phdnomene, wie etwa Ortslinien
(Weigand & Weth, 2010, 185-189). Dies liegt darin begriindet, dass es zum
zentralen Merkmal von dynamisierten Darstellungen zahlt, dass sie
Anderungsverhalten von mathematischen Objekten zuginglich machen
konnen:

. Enabling students to manipulate mathematical objects, and supporting them
in predicting, evaluating, and understanding the corresponding changes in the
environment, are at the heart of effective uses of dynamic representations.
(Vahey et al., 2013, S. 20)

In ihrem Ubersichtsartikel zu Chancen der Computerunterstiitzung im
Mathematikunterricht diskutieren Pierce & Stacey (2010) daher auch
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explizit das Potenzial dynamisierter Darstellungsumgebungen bei Aufgaben
zum Erfassen von Varianz und Invarianz. Sie identifizieren zahlreiche
Beispiele, in denen Schiilerinnen und Schiiler die Computerunterstiitzung
zur Exploration von Anderungsverhalten verwenden, etwa wenn sie
Parameter durch Schieberregler verindern und Anderungsverhalten
beobachten oder ,,Was passiert, wenn...?“-Untersuchungen in Tabellen-
kalkulationsprogrammen vornehmen (Pierce & Stacey, 2010, S. 8).

Empirische Indizien fiir diese These lassen sich in den Arbeiten von Rolfes
(2018) finden, der in verschiedenen Studien den Einfluss von dynamisierten
Darstellungen beim Lernen funktionalen Denkens untersucht. Er schlief3t
aus seinen Studien unter anderem, dass die eingesetzten ,,dynamischen
Représentationen [eine] Art Scaffolding fiir die Konstruktion von addquaten
mentalen Modellen [...] darstellten” (Rolfes, 2018, S. 210), indem sie — im
Gegensatz zu statischen Darstellungen — anspruchsvolle mentale
Simulationen von dynamischen Vorgéngen unterstiitzen konnen.

Es zeichnet sich ab, dass Lerngegenstinde mit Bezug zum Anderungs-
verhalten mathematischer Objekte im Mittelpunkt stehen sollten, wenn
Uberlegungen zum Einsatz dynamisierter Darstellungsumgebungen
angestellt werden. Im folgenden Abschnitt werden diese Lerngegenstinde
aus stoffdidaktischer Perspektive betrachtet, um sie fiir eine Analyse mit
Blick auf potentiell unterstiitzungsbediirftige mathematische Operationen
zugénglich zu machen.

Charakteristika von Lerngegenstinden der Mathematik mit
dynamischem Gehalt

Aus fachmathematischer Perspektive liegt einer jeden Betrachtung des
Anderungsverhaltens von mathematischen Objekten ein impliziter
funktionaler Zusammenhang zugrunde. Diese Beobachtung wurde bereits
von Vollrath, 1989) in seinen Abhandlungen zum Funktionalen Denken
wiedergegeben. In der systematischen Betrachtung von Anderungen wird
demnach ein Weg gesehen, ,auf eine neue Weise mathematische Einsicht
zu vermitteln und Verstidndnis zu erzielen“. In der Idee der systematischen
Anderungen liegt die Verbindung zum Begriff des funktionalen Denkens
(Vollrath, 1989, S. 13).



Seite 44 Fabian Griinig, Markus Vogel

Die enge Verbindung der Betrachtungen von Anderungsverhalten und
funktionalen Zusammenhdngen begriindet sich daraus, dass eine
Verinderung eines Objekts immer aus Anderungen von Einflussparametern
hervorgehen muss. Dieser Einfluss lésst sich als funktionaler
Zusammenhang modellieren und mathematische Objekte funktional
verstanden werden. Dabei werden Variationen der Einflussparameter in
Kovariationen des abhidngigen mathematischen Objekts iibersetzt.

Aus dieser stoffdidaktischen Betrachtung lassen sich die mathematischen
Tatigkeiten charakterisieren, die beim Erfassen und Beschreiben von
Anderungsverhalten relevant werden. Betrachtet man die Abhiingigkeit des
sich verdndernden mathematischen Objekts, bezogen auf -einen
Einflussparameter, als Ausdruck eines funktionalen Zusammenhangs, so
bilden die Variationen des Einflussparameters den Definitionsbereich.
Analog bilden die daraus resultierenden Kovariationen des Objekts den
Wertebereich. Um die GroBe oder das AusmaB der jeweiligen Anderungen
erfassen zu konnen, benotigt man im Definitions- und Wertebereich einen
(mindestens naiven oder heuristischen) Abstandsbegriff. AuBlerdem muss
die resultierende Zuordnung von Variation und Kovariation zu einem
gewissen Grad systematisierbar sein, damit das Anderungsverhalten erfasst
und beschrieben werden kann.

Aus dieser mathematischen Analyse ergeben sich fiir Aufgaben zum
Erfassen und Beschreiben von Anderungsverhalten die folgenden zu
bewiltigenden mathematischen Tétigkeiten:

(1) Wahl oder Konstruktion eines Startwerts fiir den Einfluss-
parameter

(2) Durchfiihren einer Anderung des Einflussparameters

(3) Erfassen des Ausmafes einer durchgefiihrten Anderung
des Einflussparameters

(4) Wahl oder Konstruktion eines mathematischen Objekts
des zu betrachtenden Typs

(5) Durchfiihren einer Anderung des mathematischen Objekts

(6) Erfassen des AusmaBes einer durchgefiihrten Anderung
des mathematischen Objekts
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(7) Auswertung der funktionalen Abhéngigkeit, also die Kon-
struktion des mathematischen Objekts bei vorgegebenem
Parameter

(8) Vergleich der jeweiligen Anderungen von Einflusspara-
meter und mathematischem Objekt und damit die Erfas-
sung der kovariationsbezogenen Eigenschaften der Funk-
tion.

Die Nummerierung dieser Tatigkeiten soll hier keine notwendige
Schrittfolge implizieren und dient nur zum Referenzieren im unteren Teil
dieses Beitrags. In einer Aufgabe zum FErfassen und Beschreiben von
Anderungsverhalten miissen auch nicht notwendigerweise alle diese
Tatigkeiten gefordert sein.

Kovariationsbezogene Aufgabenanalyse und supplantationsbezogene
Darstellungsanalyse

Die in den ersten Abschnitten dieses Beitrags betrachteten Unterstiitzungs-
potenziale von dynamisierten Darstellungsumgebungen werden meist auf
abstrakter Aufgabenebene diskutiert oder auf mentale Operationen bezogen,
die nicht in einen konkreten Aufgabenkontext eingebunden sind. Unter
Beriicksichtigung der im vorangegangenen Abschnitt herausgearbeiteten
Charakteristika fiir Aufgaben zum Erfassen und Beschreiben von
Anderungsverhalten erscheint eine fundierte Analyse der Passung von
Mathematikaufgabe und dynamisierter Darstellungsumgebung  als
Hilfsmittel mdglich. Eine solche kovariationsbezogene Aufgabenanalyse
bei gleichzeitiger supplantationsbezogener Darstellungsanalyse wird in
diesem Abschnitt entwickelt und anhand einer konkreten Schulbuchaufgabe
inklusive einem konkreten Vorschlag zur Unterstiitzung durch ein
Computerapplet exemplifiziert.

Kovariationsbezogene Analyse einer Schulbuchaufgabe

Fiir eine kovariationsbezogene Aufgabenanalyse muss zunédchst diskutiert
werden, welche der abstrakt beschriebenen mathematischen Tétigkeiten
zum Erfassen und Beschreiben von Anderungsverhalten in dem
Aufgabenkontext relevant sind und wie sich diese dort konkretisieren. Eine
solche Diskussion wird hier anhand der in Abb. 1 gezeigten
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Schulbauchaufgabe exemplarisch durchgefiihrt. Die Aufgabe wurde aus
einem Schulbuch fiir die neunte Jahrgangsstufe der Realschule (Baum &
Kopp, 2007, S. 119) entnommen, wo sie ohne Hilfsmittel zur Bearbeitung
dargeboten wird.

Neun Schiilerinnen und Schiiler haben als Team bei einem Mathewettbewerb mitgemacht und die
folgenden Einzelpunkte erzielt:

v

‘4‘4‘5“5‘9‘10‘10‘11‘

Damit haben Sie als Team im Durchschnitt 6 Punkte erzielt. Der Median betragt 5 Punkte. Die
{Anzahl der erreichten Punktzahlen des Teams werden in einem Histogramm dargestellt.

Anzah|

Punkte

3
2
1]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

(a) Verandere die Punktzahlen von vier Schiilerinnen oder Schiilern so, dass sich der Median
nicht dndert. Beschreibe, wie du dabei vorgegangen bist.

(b) Verandere die Punktzahlen von vier Schiilerinnen oder Schiilern so, dass sich der Mittelwert

nicht andert. Beschreibe, wie du dabei vorgegangen bist.

Abb. 1: Von den Autoren adaptierte Schulbuchaufgabe zum Anderungsverhalten von
statistischen Mittelwerten.

In der hier betrachteten Schulbuchaufgabe steht das Anderungsverhalten der
statistischen Lageparameter — Median und arithmetisches Mittel — im
Zentrum. Mit Blick auf den funktionalen Zusammenhang, der dem
Anderungsverhalten zugrunde liegt, werden die diskrete Verteilung bzw.
einzelne Datenpunkte der Verteilung als Einflussparameter identifiziert. Die
Wahl oder Konstruktion von initialen Parametern und Objekten ist durch
Aufgabenstellung bereits realisiert. Von den acht abstrakt formulierten
mathematischen Tétigkeiten werden fiinf als relevant identifiziert und
entsprechend in den Aufgabenkontext iibersetzt:

(2) Variation der Verteilung durch Anderungen von Einzel-
daten
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(3) Vergleich zweier Verteilungen auf Basis der Gesamtheit
der Einzeldaten (evtl. durch visuellen Vergleich zweier
Histogramme)

(6) Vergleich zweier Verteilungen auf Basis der statistischen
Kenngrofen

(7) Bestimmung oder Berechnung von Median und arithmeti-
schem Mittelwert einer gegebenen Verteilung

(8) Vergleich der Veridnderungen der Einzeldaten und der sta-
tistischen KenngroBen und Erfassung des Anderungsver-
haltens von Median und arithmetischem Mittel.

Die Tatigkeit (7) verlangt die hdndische Berechnung des Mittelwerts. Fasst
man unter Tétigkeit (2) auch die Erstellung des resultierenden Histo-
gramms, so verlangen die Tétigkeiten (2) und (7) den hdchsten Rechen-
leistungs- oder Zeitbedarf. Fiir die Losung der Aufgabe sind jedoch die
Tatigkeiten (3) und (8) von zentraler Bedeutung, da dort bewusste und
zielgerichtete Variationen der Verteilung mit Auswirkung auf die
statistischen KenngroBen verlangt werden.

Supplantationsbezogene Analyse einer dynamisierten Darstellungsumge-
bung im Aufgabenkontext

In diesem Abschnitt wird die Analyse in der Art fortgesetzt, dass der
Einsatz einer dynamisierten Darstellungsumgebung als Hilfsmittel fiir die
Aufgabenbearbeitung antizipiert wird. Wurden im vorherigen Schritt die fiir
die Aufgabe relevanten Einflussparameter und abhéngigen mathematischen
Objekte identifiziert, so konnen gezielt dynamisierte Darstellungs-
umgebungen konstruiert oder ausgesucht werden, die genau diese
funktionale Abhédngigkeit realisieren.

Ist eine solche Darstellungsumgebung gefunden oder entwickelt, kann
diskutiert werden, welche der relevanten mathematischen Tatigkeiten durch
die dynamisierte Darstellungsumgebung unterstiitzt wird.
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Abb. 2: Von den Autoren mit GeoGebra erstellte dynamisierte Darstellungsumgebung zum
Anderungsverhalten von statistischen Mittelwerten.

Um auch diesen Teil der Analyse an einem konkreten Beispiel aufzuzeigen,
wird die in Abb. 2 gezeigte dynamisierte Darstellungsumgebung als
Hilfsmittel fiir die Aufgabenbearbeitung betrachtet. Das dargestellte
Computerapplet beinhaltet die Darstellung der diskreten Verteilung in Form
eines Histogramms mit integrierter Darstellung der einzelnen Datenpunkte.
AuBlerdem werden die Mittelwerte der Verteilung sowohl numerisch als
auch ikonisch durch eine entsprechende Markierung auf dem Zahlenstrahl
bzw. der horizontalen Achse des Histogramms abgebildet. Die Darstellung
des funktionalen Zusammenhangs wird realisiert, indem die einzelnen
Datenpunkte im Histogramm mit der Maus verschoben werden konnen.
Dadurch werden Variationen der Verteilung durch direkte Manipulation des
Histogramms mdglich. Dynamisch werden dabei die entsprechenden Werte
von Median und arithmetischem Mittel aktualisiert, sodass deren
Kovariation sowohl im numerischen Wert als auch in der ikonischen
Markierung sichtbar werden.

Das Computerapplet in Abb. 2 unterstiitzt die Durchfithrung der
mathematischen Tatigkeiten (2) und (7), da die Manipulation von
Einzeldaten direkt mdglich ist und die jeweiligen Kenngréflen automatisch
berechnet werden. Indirekt bietet das Applet zudem leichte Unterstiitzung
fiir die Tatigkeiten (3) und (6). Durch die automatische Aktualisierung der
Darstellungselemente (Histogramm, Markierungen auf der horizontalen
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Achse) wird die Erfassung der Anderungen zwar vereinfacht, jedoch nicht
komplett extern modelliert.

Lernzielbezogene Analyse der Passung von Mathematikaufgabe und dyna-
misierter Darstellungsumgebung

Zum Abschluss der Analyse muss die Unterstiitzungsleistung der
dynamisierten Darstellungsumgebung fiir die Aufgabe bezogen auf den zu
erwartenden Lernerfolg der Schiilerinnen und Schiiler bewertet werden.
Eine solche Bewertung kann sich aber nicht allein auf die Unterstiitzung bei
der Aufgabenbearbeitung beziehen, sondern muss auch den Lerngegenstand
bzw. das Lernziel der rahmenden Unterrichtssequenz mit in den Blick
nehmen. So wird man zu einer anderen Einschéitzung kommen, wenn die
Automatisierung der Berechnungs- und Bestimmungsverfahren fiir Median
und Mittelwert als Lernziel gesetzt wird, als wenn ein Lernziel verfolgt
wird, dass dem dynamischen Gehalt der Aufgabe gerecht wird.

Exemplarisch wird die Aufgabe vor dem Hintergrund des folgenden
Lernziels diskutiert, welches sich explizit auf das Anderungsverhalten
bezieht: Die Schiilerinnen und Schiiler erfassen und beschreiben qualitativ
die Robustheit von arithmetischem Mittelwert und Median gegeniiber
Anderungen in der Datengrundlage. Dieses Lernziel steht im weiteren
Zusammenhang mit dem  Durchdringen des Mittelwertbegriffs
(siche Eichler & Vogel, 2013, S. 43-47).

Mit Blick auf dieses Lernziel erscheinen die Tatigkeiten (2) und (7) kaum
relevant. Die Tétigkeiten (3) und (6) bilden die Grundlage fiir Tatigkeit (8),
die wiederum =zentral fiir das Lernziel ist. Vergleicht man die
Lernzielrelevanz der mathematischen Tétigkeiten mit der Unterstiitzungs-
leistung des Computerapplets unter Beriicksichtigung des jeweiligen Zeit-
oder Rechenbedarfs, so verspricht der Finsatz des Computerapplets und
somit einer dynamisierten Darstellungsumgebung einen positiven Einfluss
auf den Lernerfolg der Schiilerinnen und Schiiler. Fiir das Lernziel
irrelevante Tétigkeiten werden ausgelagert und relevante Tatigkeiten
unterstiitzt. Mit Blick auf den Supplantationseffekt bzw. den Effekt des
Computational Offloading ist erwartbar, dass kognitive Ressourcen auf die
zentralen Tétigkeiten konzentriert werden konnen.
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Die hier aufgezeigte Analyse und Argumentation liefert Ansétze einer
Entscheidungsheuristik fiir die Funktion von dynamisierten Darstellungs-
umgebungen bei der Bearbeitung von Aufgaben zum Anderungsverhalten.

Heuristische Funktionen des Analyseansatzes

In diesem letzten Abschnitt des Beitrags wird die Einbettung des
vorgestellten Analyseansatzes fiir die Passung von Mathematikaufgabe und
Computerunterstiitzung in die Unterrichtsplanung diskutiert. Ist geméi der
Analyse eine dynamisierte Darstellungsumgebung in der Lage eine
bestimmte mathematische Tétigkeit im Aufgabenkontext zu unterstiitzen, so
sollte gepriift werden, welche Rolle diese Tatigkeit im Lernprozess
einnimmt und mit welcher Belastung die Durchfiihrung ohne den Computer
verbunden wiére. Ausgehend von dieser Priifung ergibt sich das folgende
heuristische Entscheidungsmodell fiir die erwartete Funktion der
Computerunterstiitzung bei der Aufgabenbarbeitung.

Das heuristische Entscheidungsmodell basiert auf der Bewertung der
einzelnen mathematischen Tatigkeiten im Aufgabenkontext. Die Bewertung
erfolgt dabei beziiglich der Dimensionen Zeit- oder Rechenaufwand (A)
und Lernzielrelevanz (Z) sowie der Frage, ob die einzelne mathematische
Tatigkeit von der computergestiitzten Darstellung unterstiitzt wird. Fiir den
Fall einer unterstiitzten Tatigkeit ist dieses Modell in Abb. 3 dargestellt.

Lernzielrelevanz Lernzielrelevanz
Hoch (Z+) Niedrig (Z-)
o0
S ~
= +
2
2 % Aktivierende Vereinfachende
58 Funktion Funktion
Y=
c I
<
éﬁA
£< Keine
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< z

Abb. 3: Heuristisches Entscheidungsmodell zur Funktion der Computerunterstiitzung in
Abhingigkeit von Anforderung und Lernzielrelevanz der unterstiitzten mathematischen
Tétigkeit.
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Ist die Relevanz einer der unterstiitzten mathematischen Titigkeiten
bezogen auf das Lernziel hoch, der rechenbezogene oder zeitliche Aufwand
jedoch niedrig (Z+, A—), so sollte die Mdglichkeit eines lernprozess-
hemmenden Effekts diskutiert werden (vgl. Schnotz, 2002). Wiirde die oben
diskutierte Aufgabe zur Automatisierung der Berechnungs- und
Bestimmungsverfahren fiir Median und Mittelwert eingesetzt werden, so
wirde man demnach einen solchen lernprozess-hemmenden Effekt
erwarten. Die Bestimmungs- bzw. Berechnungstitigkeit héitte hohe
Lernzielrelevanz, wiirde jedoch unterstiitzt (sogar komplett ausgelagert).

Wenn die Relevanz der unterstiitzten Téatigkeit niedrig und die Anforderung
hoch ist (Z—, A+), so ist dic Erwdgung eines positiv vereinfachenden
Effekts plausibel (vgl. Betrancourt, 2005). Dies entspricht der im oberen
Abschnitt exemplifizierten Analyse.

Sind Relevanz und Anforderung gleichzeitig hoch (Z+, A+), so kann die
Externalisierung eine aktivierende Funktion (Bauer, 2015, S.40-43)
besitzen, sodass sich Lerngegenstand und Lernprozess der Aufgabe
grundsitzlich dndern kénnten. In diesem Fall sollten Lehrkréfte reflektieren,
welche die Vorteile zusitzlich ermdglichter kognitiver Prozesse und die
Nachteile erhdhter kognitiver Belastung beriicksichtigt.

Wird eine lernzielirrelevante Tétigkeit unterstiitzt, die auch ohne den
Computer keinen hohen Aufwand hétte (Z—, A—), so ist davon auszugehen,
dass keine Unterstiitzungsfunktion besteht.

Diskussion und Ausblick

Limitationen des entwickelten Analyseansatzes

Der in diesem Beitrag entwickelte Analyseansatz nimmt eine auf
funktionale Zusammenhiinge abstrahierte und auf Anderungsverhalten
fokussierte Perspektive ein. Damit bleibt er blind fiir nicht-
supplantationsbezogene Merkmale der computergestiitzten Darstellungen.
So erfolgt in der Analyse keine Betrachtung von etwaigen
Wahrnehmungsfallen und Fehlvorstellungen (Pinkernell & Vogel, 2016),
die durch die Dynamisierung der Darstellungselemente entstehen kdnnen.
Genauso fehlt etwa die Beriicksichtigung der Fliichtigkeit von
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Momentankonfigurationen (Leutner, Opfermann & Schmeck, 2014), denen
mit expliziten Beobachtungs- oder Begriindungsauftragen in der
Aufgabenstellung begegnet werden kann.

Der Analyseansatz diskutiert primér die Darstellung von mathematischen
Objekten und Operationen. Er beriicksichtigt Ubersetzungsleistungen
zwischen verschiedenen Darstellungen (Kaput, 1989) nur implizit. Bezogen
auf die in Abb. 2 gezeigte Computerumgebung floss etwa das hohe Mal} an
Darstellungsintegration ~ (gleichzeitige numerische Darstellung  der
Mittelwerte) nicht in die Analyse ein.

Ausblick fiir weitere Arbeiten

Mogliche Theoriestringe zur Weiterentwicklung des Analyseansatzes
ergeben sich aus den diskutierten Limitationen. Dariiber hinaus bietet sich
die Beriicksichtigung prediktionsbezogener Kognitionsmodelle (Lowe &
Ploetzner, 2017, S.14) als Ergénzung zur Perspektive der aktiven
Informationsverarbeitung an. Eine empirische Uberpriifung des Analyse-
ansatzes und dessen Praxistauglichkeit stehen noch aus.
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DiWerS: Ein Fachdidaktik-Seminar
zum Einsatz digitaler Lernpfade in der Schule

Elena Jedtke, Corinna Hankeln

Die Integration digitaler Werkzeuge in den Mathematikunterricht bietet viele
Moglichkeiten, Lernende fiir mathematische Probleme zu interessieren und sie
entsprechend ihrem aktuellen Lernstand zu fordern. Gleichzeitig erfordert die
Nutzung digitaler Werkzeuge eine Adaption iblicher Lehrformen und erweiterte
Fahigkeiten von Lehrkrdften. Daher erscheint der Erwerb professioneller
Kompetenzen zum Lehren mit digitalen Werkzeugen bereits in der ersten Phase der
Lehrerbildung sehr sinnvoll. Aus dieser Motivation heraus wird an der
Westfilischen Wilhelms-Universitdt Miinster (WWU Miinster) seit dem
Wintersemester 2017/18 in Kooperation mit einer Gesamtschule das Fachdidaktik-
Seminar ,,Digitale Werkzeuge in der Schule* (DiWerS) durchgefiihrt, bei dem
Studierende fiir die kooperierenden Schiilerinnen und Schiiler einen Lernpfad
entwickeln, welchen sie in Praxissitzungen erproben und anschlieend reflektieren.

Digitales Lernen in der Lehrerbildung

Der erste Abschnitt stellt die Relevanz des digitalen Lernens fiir die
Lehrerbildung heraus. Damit einhergehend entwickelte sich die Motivation
fiir die Konzeption des Fachdidaktik-Seminar DiWerS.

Unter digitalem Lernen wird allgemein die Gestaltung einer Lernumgebung
mittels digitaler Medien verstanden (Arnold, Kilian, Thillosen & Zimmer
2015). Die Inhalte werden demnach multimedial und interaktiv zur
Verfiigung gestellt und der Lernprozess kann durch die Strukturen innerhalb
der Lernumgebung mehr oder weniger gesteuert werden — in Abhéngigkeit
davon, welche Lernform im Fokus der Bearbeitung stehen soll (vgl. Jedtke
2018).

Im Jahr 2016 trat digitales Lernen vermehrt in das Bewusstsein der
Offentlichkeit. BMBF (2016) und KMK (2016) verdffentlichten Papiere zur
,Bildung in der digitalen Welt“, in denen der Einsatz digitaler
Bildungsmedien in Schule und Weiterbildung thematisiert wird. Es werden
unter anderem Instrumente fiir digitales Lernen angefiihrt, von denen in
dieser Arbeit vor allem die so genannten Open Educational Resources
(OER) im Fokus stehen. OER sind Materialien, die sich insbesondere
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dadurch auszeichnen, dass sie kostenlos und fiir jeden zugénglich digital zur
Verfiigung stehen (vgl. OECD 2007). Neben der Benennung von
Potentialen und Handlungsfeldern im Bereich digitaler Bildungsmedien,
nimmt die akademische Bildung eine zentrale Rolle im Beschluss der KMK
(2016) ein. Dies betrifft sowohl die Aus-, Fort- und Weiterbildung von
Lehrkriften als auch die Anforderungen an Lehrende der Universitéten, um
nur einige Aspekte zu nennen. Lehrende an Universititen sollen ,,digitale
Technologien in ihre Lehre integrieren, soweit dies den Erwerb und Ausbau
umfassender Handlungskompetenzen im Umgang mit digitalen
Technologien [...] unterstiitzt (KMK 2016, S. 45). Die Studierenden sollen
durch die Nutzung, die Erstellung und die Reflexion des Einsatzes digitaler
Technologien in die Lage versetzt werden, selbststindig abwigen zu
konnen, wann und in welcher Weise digitale Bildungsmedien sinnvoll
eingesetzt werden kdnnen. Damit einhergehend soll eine kritische Reflexion
des didaktisch sinnvollen Einsatzes antizipiert werden. Als besonderer
Fokus fiir die Lehrerbildung werden von der KMK (2016) die Chancen fiir
den inklusiven Unterricht sowie flir die individuelle Férderung von
Schiilerinnen und Schiilern hervorgehoben.

Laut KMK (2017) lassen sich die Kompetenzen, die fiir verstindigen
Umgang mit digitalen Medien nétig sind in folgende sechs Bereiche
aufteilen: ,,Suchen, Verarbeiten und Aufbewahren®, , Kommunizieren und
Kooperieren®, ,,Produzieren und Prisentieren®, ,Schiitzen und sicher
agieren, ,Problemlésen und Handeln“ sowie ,Analysieren und
Reflektieren®.

Lernpfade

Im Folgenden gehen wir auf den Begriff des Lernpfades ein. Im Seminar
DiWerS wird ein solcher von den Studierenden entworfen und Lernpfade
stellen somit einen wichtigen Aspekt des Seminars dar.

Im DiWerS-Seminar wird die Definition fiir Lernpfade von Roth (2015)
aufgegriffen. Demnach stellen Lernpfade internetbasierte Lernumgebungen
dar, in denen die Schiilerinnen und Schiiler zum eigenverantwortlichen
Lernen angeregt werden. Die Inhalte werden in einer Bausteinstruktur
angeordnet und bieten insgesamt strukturierte Pfade durch interaktive
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Materialien an, aus denen die Lernenden ihrem eigenen Leistungsstand
entsprechende Aspekte auswéhlen konnen. Zur Unterstiitzung der
individuellen Lernprozesse werden Hilfen, Feedback sowie Aufforderungen
zu Tétigkeiten wie dem Formulieren von Vermutungen oder zur Reflexion
in einen Lernpfad integriert.

Lernpfade, die dieser Definition entsprechen, konnen auf den Seiten der
Zentrale flir Unterrichtsmedien im Internet e.V. (ZUM) gefunden bzw.
selbst erstellt werden. Im Rahmen des DiWerS-Seminars wird die zur
ZUM-Familie gehorende Plattform Projektwiki® genutzt. Lehrkrifte und
Dozenten konnen dort eine Projektseite beantragen und erhalten
Administrationsrechte, um z. B. selbst Benutzerkonten fiir die Studierenden
anlegen zu konnen. Lernpfade, die im Rahmen des Seminars DiWerS
entstehen, werden als Unterseiten zur Projektseite angelegt, so dass die
Zugehorigkeit bzw. der Rahmen der Entstehung transparent ist.

Konzeption des Seminars DiWerS

In den folgenden Abschnitten wird néher auf die Konzeption des Seminars
eingegangen. Dafiir wird zunéchst der institutionelle Rahmen an der WWU
Miinster dargelegt. Im Anschluss werden die Ziele des Seminars und damit
einhergehend das allgemeine Seminarkonzept erldutert, bevor in einem
letzten, ausfiihrlicheren Teil konkret auf die Seminargestaltung im Rahmen
einer Semesteriibersicht eingegangen wird.

Institutioneller Rahmen

Das Seminar DiWerS richtet sich an Studierende, die fir das Fach
Mathematik im Master of Education fir das Lehramt an Gymnasien und
Gesamtschulen an der WWU Miinster immatrikuliert sind. Im Rahmen
dieses Studiums belegen die Studierenden insgesamt drei Module zuziiglich
des Praxissemesters und ggf. einer Masterarbeit im Fach Mathematik. Die
Module teilen sich in zwei fachmathematische sowie einen fachdidaktischen
Studienbaustein auf. Das Seminar DiWerS wird mit einem Workload im
Rahmen von 3 von insgesamt 11 Leistungspunkten (entspricht 90 h Arbeit)
dem letztgenannten Modul zugeordnet (WWU Miinster, 2013). Das

2 Link zum Projektwiki: http://projektwiki.zum.de/wiki/Hauptseite
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DiWerS-Seminar kann als eines von insgesamt drei unterschiedlichen
Seminaren gewahlt werden.

Seminarkonzept

Im Rahmen der Lehramtsausbildung an der WWU Miinster verfolgt das neu
konzipierte Seminar DiWerS das Ziel, die Diagnosekompetenzen
angehender Lehrkrifte zu fordern. Gleichzeitig werden in diesem Seminar
die Aufgabengestaltung und -bewertung fokussiert, insbesondere im
Zusammenhang mit der Verwendung digitaler Werkzeuge. Ziel ist dabei,
dass Lehramtsstudierende einen Einblick in das Unterrichtsmedium
Lernpfad erhalten und Hemmnisse diesem gegeniiber abbauen.

Bei dem DiWerS-Seminar handelt es sich nicht um eine klassische, rein
universitidre Lehrveranstaltung, sondern es werden auch praktische Phasen
in Zusammenarbeit mit einer Gesamtschule integriert. Aus diesem Grund
werden mit dem Seminar auch auf schulischer Seite bestimmte Ziele
verfolgt: So soll im Rahmen des Seminars Forderbedarf auf Seiten der
Schiilerinnen und Schiiler, in den in Absprache mit der Schule
ausgewdhlten Themenfeldern, festgestellt werden. Gleichzeitig soll im
Rahmen der praktischen Sitzungen des Seminars den Lernenden die
Moglichkeit gegeben werden, entsprechende Defizite aufzuarbeiten sowie
gegebenenfalls ihr bereits vorhandenes Wissen zu vertiefen. Da die Arbeit
am Lernpfad zum Grofteil selbststindig mit Hilfe von Checklisten und
Selbsteinschidtzungen  verlduft, steht auch die Forderung des
eigenverantwortlichen Lernens im Vordergrund.

Seminargestaltung
Blocktermin Blended learning  Kooperationsschule Blocktermin
P R | I |
T I 1T 1o B

Material:
Entwicklung

Theorie und
praklische
Ubungen

Praxistermine Rellexion Bericht
und

Begulachlung

Abb. 1: Semesterverlaufsplan des Fachdidaktik-Seminars DiWerS



DiWerS: Ein Fachdidaktik-Seminar Seite 59

Das Seminar beginnt mit einer zweitdgigen Blockveranstaltung, in der die
Studierenden sich aus theoretischer Perspektive mit den relevanten Themen
des Seminars auseinandersetzen (vgl. Abb. 1, Block 1). Nach einer kurzen
Einfilhrung in den Themenkomplex der Heterogenitit sowie der
Moglichkeiten zur Differenzierung und individuellen Forderung wird
insbesondere die Aufgabengestaltung thematisiert. Ausgehend von der
Frage, was eine gute Aufgabe auszeichnet werden unterschiedliche
Kriterien erarbeitet (z.B. Leuders 2009), die den Studierenden in den
anschlieBenden Phasen als Orientierung dienen konnen. Aus fach-
didaktischer Perspektive werden zudem relevante Inhalte herausgearbeitet
wie etwa Grundvorstellungen und typische Fehler. Dazu werden auch
konkrete Aufgabenbeispiele analysiert und die Darstellung der behandelten
Themen in Schulbiichern betrachtet. Diese Arbeit bildet somit die
inhaltliche Grundlage sowohl fiir die Gestaltung der Aufgaben innerhalb
des Lernpfads als auch fiir die Analyse der Lernprozesse der Schiilerinnen
und Schiiler. Um die Studierenden auch auf die methodischen
Anforderungen bei der Beobachtung vorzubereiten, werden in dem
theoretischen Block zudem Grundlagen der Beobachtung als wissen-
schaftliche Methode vermittelt und beispielsweise das designen von
qualitativen oder quantitativen Beobachtungsbdgen besprochen und geiibt.
Den Abschluss des theoretischen Blocks bildet eine Einheit zur Erstellung
eines Lernpfads, in der sich die Studierenden aktiv mit der nétigen Syntax
vertraut machen, zur Verfiigung stehendes Hilfsmaterial fiir die
eigenverantwortliche Arbeit kennenlernen und unter Anleitung auch erste
eigene Aufgaben im Projektwiki gestalten.

Im Anschluss folgt eine Blended-Learning Phase, in welcher die
Studierenden Materialien entwickeln, begutachten und iiberarbeiten (vgl.
Abb. 1, Block 2). Die Kommunikation wéhrend dieser Zeit lauft
schwerpunktméBig iiber die universititsinterne Plattform Learnweb sowie
iiber das fiir das Seminar eingerichtetes Projektwiki (DiWerS 2017a). Zu
Beginn dieser Phase haben die Studierenden drei bis vier Wochen Zeit, in
Gruppen einen Teil des Seminar-Lernpfads zu erstellen. Dabei sollen
sowohl Aufgaben zur Aufarbeitung von Schwichen (sogenannte
,.Forderaufgaben®) als auch anspruchsvollere ,,Forderaufgaben® fiir bereits
leistungsstirkere Schiilerinnen und Schiiler erstellen. Bei Riickfragen zur
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technischen Umsetzung steht den Studierenden jederzeit das Forum im oben
genannten Learnweb zur Verfiigung, in dem sowohl die Studierenden
einander helfen konnen als auch die Lehrenden unterstiitzen konnen. Die
Qualitdt der entwickelten Lernpfade wird in einer Art Review-Verfahren
iberpriift. Nach der Erstellungsphase der Lernpfade beginnt die
Reviewphase, in der jeder Lernpfad von einer jeweils anderen Gruppe
begutachtet und in einem vorgegebenen Schema kommentiert wird.
Zusitzlich erhalten alle Gruppen auch ein ausfiihrliches Feedback der
Lehrenden, in denen sowohl inhaltliche als auch methodische bzw.
technische Hilfestellungen gegeben werden. Dabei werden zwar
gravierende inhaltliche Fehler zwingend korrigiert, den Studierenden wird
aber auch Freiraum zur Sammlung eigener Erfahrungen gewahrt, indem nur
auf mogliche kritische Aspekte hingewiesen wird und die Studierenden
beobachten konnen, ob die vermuteten Probleme tatsdchlich auftreten. Die
Gruppen haben anschlieBend ein bis zwei Wochen Zeit die geforderten
Anderungen zu reflektieren und gegebenenfalls zu implementieren. Kurz
vor den praktischen Terminen an der Schule findet dann ggf. ein etwa 45-
miniitiges Gesprach zwischen den Lehrenden und den einzelnen Gruppen
statt, bei dem die vorgenommenen Anderungen noch einmal besprochen
werden konnen.

Zeitgleich mit der Erstellung der Lernpfadaufgaben sind die Studierenden
aullerdem dazu angehalten, Diagnose-Aufgaben im wahr/falsch-Format zu
erstellen, die moglichst gut die Fahigkeiten abfragen, die mit den
Lernpfadaufgaben vertiefend geilibt werden konnen. Diese Aufgaben
werden von den Studierenden an die Lehrenden des Seminars geschickt,
welche die Aufgaben kommentieren und auf mdgliche Schwierigkeiten
hinweisen und gegebenenfalls begriindete Verbesserungsvorschlage
machen.

Uber die Erstellung des Lernpfads und der Aufgaben hinaus, sind die
Studierenden auch angehalten, sich einen Beobachtungsschwerpunkt zu
iiberlegen und einen entsprechenden Dokumentationsbogen zu entwerfen.
Dieser wird ebenfalls kommentiert und auf mogliche Schwierigkeiten in der
Umsetzung hingewiesen.
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Die Praxissitzungen finden an drei bis fiinf Terminen in der kooperierenden
Gesamtschule statt, jeweils in einer Doppelstunde (vgl. Abb. 1, Block 3).
Die Studierenden sind verpflichtet, an zwei zuvor vereinbarten Terminen an
den praktischen Sitzungen teilzunehmen und dabei jeweils eine Schiilerin
oder einen Schiller gemid3 dem vorher festgelegten Schwerpunkt zu
beobachten. Die Schiilerinnen und Schiiler arbeiten in diesen Sitzungen
eigenstindig. Die Stunden finden entweder in dem jeweiligen Klassenraum
unter Einsatz von iPads oder in den Computerrdumen der Schulen statt. Die
jeweilige Lehrkraft ist an den Terminen zwar ebenfalls anwesend, ist aber
vor allem fiir organisatorische Fragen zustindig.

Im Anschluss an die Praxissitzungen findet ein erneuter Blocktermin mit
den Studierenden statt, an dem die Erwartungen an die praktische
Erprobung sowie die Beobachtungen reflektiert werden (vgl. Abb. 1, Block
4). AuBlerdem werden Konsequenzen fiir die eigene Lehrtétigkeit sowie fiir
das eingesetzte Material diskutiert. Damit wird die von der
Priifungsordnung  vorgegebene  schriftliche Studienleistung bereits
vorbereitet (vgl. Abb. 1, Block 5). In diesem Bericht prisentieren die
Studierenden ihre Beobachtungen und leiten Konsequenzen fiir den Einsatz
und die Gestaltung des Lernpfads ab. Fiir diesen circa 15-seitige Bericht pro
Gruppe ist laut Studienordnung keine Benotung vorgesehen.

Beispiel-Lernpfad Ableitungen iiben und vertiefen

Um die Ergebnisse eines Semesters anschaulich darzustellen, folgen in
diesem Abschnitt Ausfiihrungen zu einem der im Rahmen des Seminars
entwickelten = Lernpfade. Im  Wintersemester 2017/18  belegten
17 Studierende das DiWerS-Seminar. Es wurde mit den Kursen der
Qualifikationsphase kooperiert und das Thema Differenzialrechnung
bearbeitet. Dabei handelte es sich um eine vertiefende Wiederholung dieses
Themengebiets fiir die Schiilerinnen und Schiiler mit dem Ziel, die
Grundlagen in diesem Bereich aufzufrischen vor der Beschéftigung mit der
Integralrechnung.

Aufbau

Entsprechend der Behandlung der Themen im Schulbuch erstellten die
Studierenden in Gruppenarbeit Lernpfad-Elemente zu den Themen:
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e _Von der mittleren zur momentanen (lokalen) Anderungsrate*,

e Die Steigung in einem Punkt — Die Ableitung als Tangentenstei-
gung®,

e Differenzen- und Differenzialquotienten verstehen und inhaltlich
deuten®,

e Graphisches Ableiten — Die Ableitung als Funktionsdetektor* und
e Die Ableitung im Sachkontext anwenden® (DiWerS 2017a).

Den Kapiteln vorangestellt wurde ein Diagnosetest, bestehend aus
15 Aufgaben im Wahr-Falsch-Format. Die Diagnoseaufgaben wurden so in
den Lernpfad eingebunden, dass die Schiilerinnen und Schiiler ihre
Ergebnisse selbst priifen konnten. Es wurde ein Button integriert, durch
dessen Aktivierung die korrekten Aufgabenlosungen angezeigt wurden. Die
Studierenden entwarfen je drei Items in Abstimmung mit den Inhalten der
fiinf Kapitel, so dass ausgehend von den individuellen Ergebnissen der
Schiilerinnen und Schiiler gezielt auf die Lernpfadkapitel verwiesen werden
konnte. Die Entscheidung, welche Kapitel und Aufgaben tatséchlich
bearbeitet wurden, lag vollstindig in der Hand der Schiilerinnen und
Schiiler. Zu jedem der oben genannten Lernpfad-Elemente wurden sowohl
Forder- als auch Forderaufgaben entworfen, so dass auch leistungsstarke
Schiilerinnen und Schiiler, die keine Probleme mit dem Diagnosetest hatten,
ihr Wissen weiter vertiefen konnten.

Eine zusdtzlich zum Lernpfad bereitgestellte analoge Checkliste
ermoglichte den Schiilerinnen und Schiilern die selbststindige
Uberwachung des Lernprozesses. Neben dem Festhalten der Ergebnisse des
Diagnosetests beinhaltete sie Kompetenzchecks fiir die einzelnen Lernpfad-
Abschnitte und ein Abschlussfazit (Abb. 2). Hierbei sei angemerkt, dass an
der kooperierenden Gesamtschule routineméfig mit Checklisten dieses
Formats gearbeitet wird, sie also fiir die Schiilerinnen und Schiiler eine
gewohnte Ergidnzung zur Organisation ihrer Lernprozesse darstellten.
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Fiille den folgenden Kompetenzcheck fiir die Themen aus, die du im Lernpfad geiibt hast:

Von der mittleren zur momentanen
(lokalen) Anderungsrate

++

+

0

Mit dieser Aufgabe habe
ich das getibt.

Ich kann eine durchschnittliche Anderung in
einem Intervall bestimmen.

Ich weiB in Sachaufgaben, ob ich die mittlere
oder die momentane Anderung berechnen
muss.

Ich kann eine durchschnittliche
Geschwindigkeit berechnen.

Ich kann eine momentane Geschwindigkeit
bestimmen.

Abschluss-Fazit

++ + 0 =

Wenn ich das wahr/falsch —Quiz jetzt noch einmal machen wiirde,
glaube ich, dass ich mehr Aufgaben richtig beantworten wiirde.

Ich muss noch Gben, ...

... durchschnittliche und momentane Anderungen zu unterscheiden

... mit Tangentensteigungen zu arbeiten

... Differenzen- und Differenzialquotient zu interpretieren

... graphisch abzuleiten

... die Ableitung im Sachkontext anzuwenden

Abb. 2: Ausschnitte aus der Checkliste zur Lernpfad-Arbeit.

Beispielaufgaben

Um einen Einblick in den Lernpfad Ableitungen iiben und vertiefen
bekommen zu konnen, werden im Folgenden zwei Beispielaufgaben
gezeigt. Bei den beiden Aufgaben handelt es sich um eine Forder- und eine
Forderaufgabe aus dem Lernpfad-Kapitel ,,Graphisches Ableiten — Die

Ableitung als Funktionsdetektor (DiWerS 2017b).
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Aufgabe 2: Welche Ableitung gehért zu welchem Funktionsgraphen? [Bearbeiten]

(Forderaufgabe)

Um den Graphen gréf3er zu sehen und somit die Werte besser zu erkennen, klicke den Graphen an. Wenn du die Aufgabe geldst
hast, klicke zur Kontrolle unten rechts auf den Haken.

Aufgabe

Im Hintergrund sind vier verschiedens
Funktionen dargestellt. Ordne die in der Mitte
auftauchenden Ableitungen den Funktionen
zu, indem du sie auf das entsprechende Feld
zighst

Zu jeder Funktion taucht eine Ableitung auf.

OK

&

Hilfestellung 1 anzeigen

Hilfestellung 2 anzeigen

Hilfestellung 3 anzeigen

Hilfestellung 4 anzeigen

Abb. 3: Forderaufgabe aus dem Lernpfad-Kapitel ,,Graphisches Ableiten — Die Ableitung als
Funktionsdetektor (DiWerS 2017b).

Die Aufgabe ,,Welche Ableitung gehort zu welchem Funktionsgraphen?* ist
eine exemplarische, interaktive Aufgabe, bei der Bilder von Graphen einer
Ableitungsfunktion den im Hintergrund dargestellten Funktionsgraphen
zugeordnet werden sollen (Abb.3). Dies geschicht durch bewegen der
auftauchenden Bilder in den Bereich des jeweils als passend eingestuften
Funktionsgraphen. Da es sich bei dieser Aufgabe um eine Forderaufgabe
handelt, wurden von den Studierenden gestufte Hilfen eingebaut, welche
durch Mausklick aufgeklappt und gelesen werden konnen. Hilfestellung 1
besagt beispielsweise: ,,Betrachte zunichst auffillige Punkte des Funktions-
graphen und versuche diese Punkte im Ableitungsgraphen wieder zu
erkennen.“. In den darauf folgenden Hilfestellungen wird einzeln auf
markante Punkte wie Nullstellen eingegangen. Dabei wird den Schiilerinnen
und Schiilern je ermdglicht, sich selbst mit den besagten Punkten
auseinanderzusetzen und anschlieBend eine allgemein formulierte Losung
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angeboten. Der in Abb. 3 zu sehende Button in der rechten unteren Ecke der
Zuordnungsaufgabe, dient schlieBlich zur Uberpriifung der Korrektheit der
konkret zugeordneten Ableitungsgraphen.

Aufgabe 5: Temperatur im Jahresverlauf (Forderaufgabe) [Bearbeiten]

Der unten dargestellte Graph f stellt die durchschnittliche Tagestemperatur im Jahr 2016 in Deutschland
dar. Auf der x-Achse sind die Monate von 0 bis 12 darstellt. wobei 0 den 1.Januar, 1 den 1.Februar, ...,
11 den 1.Dezember darstellt. Auf der y-Achse ist die Temperatur in °C angegeben.

a.) Zeichne den zugehdrigen Ableitungsgraphen in dein Heft und beschreibe schrittweise, wie du ihn
konstruiert hast. Was stellt der Ableitungsgraph im Sachkontext dar?

Abb. 4: Forderaufgabe aus dem Lernpfad-Kapitel ,,Graphisches Ableiten — Die Ableitung als
Funktionsdetektor (DiWerS 2017b).

Die Aufgabe ,,Temperatur im Jahresverlauf ist ein Beispiel fiir eine analog
zu bearbeitende Aufgabe. Die Schiilerinnen und Schiiler werden in
Teilaufgabe a) dazu aufgefordert, den Ableitungsgraph zu der graphisch
dargestellten Funktion aufzuzeichnen (Abb. 4). Weitere, hier nicht
dargestellte Teilaufgaben fordern die Angabe des Monats, in dem die
durchschnittliche Tagestemperatur am hdchstens war sowie eine begriindete
Auseinandersetzung mit dem Ableitungsgraphen. Bei Aufgabe 5 wurden
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ebenfalls Hilfen und zusétzliche Losungsvorschlige integriert, damit die
Schiilerinnen und Schiiler in der eigenverantwortlichen Auseinandersetzung
mit der Aufgabe jederzeit auf diese zuriickgreifen und ihren Lernprozess
selbststindig iiberwachen konnten. Die Aufgabe wurde als Forderaufgabe
eingestuft, da insbesondere in der dritten Teilaufgabe, bei der begriindeten
Auseinandersetzung mit dem Ableitungsgraphen, die Grundvorstellung
Verstirkungsfaktor’ eine Rolle spielte und diese den Schiilerinnen und
Schiilern nach Auskunft der Lehrkréfte in ihrem sonstigen Unterricht nicht
bzw. nur wenig vermittelt werden konnte.

Fazit und Ausblick

Nach zweimaliger Durchfithrung des Seminars ist festzuhalten, dass die
angehenden Lehrkriafte durch die Teilnahme am DiWerS-Seminar
Gelegenheit zum Aufbau unterschiedlicher, von der KMK (2017)
formulierter Kompetenzen erhalten: Durch die Zusammenarbeit in Gruppen
und das Blended Learning interagieren die Studierenden mit Hilfe
verschiedener digitaler Moglichkeiten (Mail und Forum), sie nutzen das
Projektwiki zum Zusammenfithren von Informationen und miissen zudem
bei dem Review der anderen Lernpfade bei der digitalen Interaktion gewisse
Umgangsregeln einhalten und ihre Kommunikation der schriftlichen
Umgebung im Forum anpassen. Der Bereich des Produzierens und
Prisentierens wird besonders angesprochen durch die Gestaltung des
Lernpfads. Dabei sei besonders auf das Beachten rechtlicher Vorgaben
hingewiesen, da die Studierenden insbesondere auf die Wahrung von
Urheber- und Nutzungsrechten hingewiesen werden. Bei der Erstellung des
Lernpfads miissen die Studierenden weiterhin problemlésend handeln und
sowohl technische Probleme 16sen als auch Werkzeuge bedarfsgerecht
einsetzen. Besonders in der Vor- und Nachbereitung der Praxisphasen spielt
dann auch die Analyse und Reflexion eine wichtige Rolle, da zunéchst
Medien kennengelernt, analysiert und bewertet werden und anschlieBend
deren tatsdchliche Verwendung reflektiert werden miissen.

3 Auf die Grundvorstellungen zum Ableitungsbegriff wird an dieser Stelle nicht weiter einge-
gangen, da dies den Rahmen des Artikels sprengen wiirde. Zur weiteren Lektiire sei auf das
Buch ,,Didaktik der Analysis* von Greefrath, Oldenburg, Siller, Ulm & Weigand (2016) ver-
wiesen.



DiWerS: Ein Fachdidaktik-Seminar Seite 67

Insgesamt ist der Fokus des Seminars in Bezug auf digitale Bildung
besonders bei den angehenden Lehrkriften zu sehen, wohingegen die
teilnehmenden Schiilerinnen und Schiiler das Medium Lernpfad zwar
nutzen, aber eher inhaltlich an den mathematischen Kompetenzen arbeiten.
In Bezug auf diese ist festzustellen, dass es die Schiilerinnen und Schiiler
durchaus vor Herausforderungen stellte, selbststindig an dem Material zu
arbeiten. Jedoch wurden sie groftenteils durch die Interaktivitidt des
Lernpfads durchaus zu einer Auseinandersetzung angeregt. Die Intensitét
dieser Lernprozesse war allerdings individuell unterschiedlich und abhingig
von der jeweiligen Arbeitsbereitschaft der Lernenden.
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»Besser als der Lehrer!*
Potenziale CAS-basierter Smartphone-Apps aus
didaktischer und Lernenden-Perspektive

Marecel Klinger

Die seit Jahren anhaltende Debatte um den Einsatz von Computer-Algebra-
Systemen (CAS) im Mathematikunterricht begann zu einer Zeit, als entsprechende
Systeme vor allem Informatikrdumen vorbehalten waren. Langst ist CAS in Form
kostenlos verfligbarer Apps wie ,,Photomath” lebensweltliche Realitdt vieler
Schiilerinnen und Schiiler. Der Beitrag erforscht entsprechende CAS-basierte
Smartphone-Apps und nimmt hierbei einerseits eine fachdidaktische Analyse
einschldgiger Apps vor. Andererseits stehen auch Verwendungskontexte, Nutzungs-
weisen und Einstellungen von Lernenden im Mittelpunkt, welche anhand einer
qualitativen Auswertung von 700 Nutzerrezensionen der marktfilhrenden App
,Photomath erarbeitet werden. Hiervon ausgehend lassen sich erste Hypothesen
samt moglicher Konsequenzen und Forschungsdesideraten zum Phidnomen CAS-
basierter Smartphone-Apps formulieren.

Einleitung

Im Jahr 2017 besallen 97 Prozent aller deutschen Jugendlichen zwischen
zwolf und 19 Jahren ein Smartphone (Feierabend et al. 2017). Uberwiegend
werden solche Gerite in dieser Altersgruppe nicht mehr nur fiir ehemalige
Kernfunktionalititen wie Telefonieren und das Versenden von SMS
verwendet, sondern fiir die Nutzung vielfdltiger Dienste in App-Form.
Hierzu gehdren etwa soziale Plattformen wie Facebook, WhatsApp und
Snapchat (ebd.), aber auch eine Vielzahl lernbezogener Apps (Larkin 2015).
Zwar verfligen solche sog. educational apps (z.B. Hirsh-Pasek et al. 2015)
nicht iiber einen vergleichbaren Markt, jedoch sind gerade Apps, die das
Lernen von Mathematik fokussieren, héufig innerhalb einschldgiger Top-
Listen zu finden. Solche kdnnen z. B. die Gestalt eines wissenschaftlichen
Taschenrechners, eines Funktionenplotters oder eines symbolischen
Gleichungslosers bzw. Kombinationen aus dem Vorgenannten aufweisen,
um nur einige Funktionen entsprechender Apps zu nennen. Insgesamt steht
ein mannigfaltiges Angebot zur Verfligung, das bestindig erweitert wird.
Insbesondere Apps, die das symbolische, automatisierte Ldsen von
Gleichungen ermdglichen, erfreuen sich hierbei jedoch besonderer
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Beliebtheit. So verzeichnet die App ,,Photomath®, welche zusédtzlich noch
um eine Text- und Symbolerkennung per Handy-Kamera ergénzt ist,
beispielsweise allein im deutschen Google Play Store iiber 900000
Bewertungen mit durchschnittlich 4,7 von 5 Sternen (s. Abbildung 1).

4,/

Abb. 1: Ubersicht der Bewertungen der App Photomath im deutschsprachigen Google Play
Store (Stand November 2018)

Photomath bildet hierbei nur einen Vertreter einer groferen Klasse von
Apps: So steht eine Vielzahl von Programmen mit einem &hnlichen
Funktionsumfang in den App-Stores der Duopolisten Apple und Google zur
Verfiigung, darunter ,,Math 42%,  Mathway®, und ,,Cymath®.
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Abb. 2: Auswahl eines Losungsansatzes in Photomath (links), Losungsweg fiir eine
quadratische Gleichung in Mathway (Mitte) sowie Darstellung einer quadratischen Gleichung
in einem Koordinatensystem in Math 42 (rechts)
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Neben einer Kamera-Erkennung bieten die genannten Apps héufig die
Moglichkeit, die Verfahren, die fiir die Losung eines Problems genutzt
werden, selbst auszuwéhlen (Abb. 2 links), den Rechenweg schrittweise
samt etwaiger Erkldrungen auszugeben (Abb. 2 Mitte) sowie das
entsprechende Problem in einer anderen, hier der graphischen
Darstellungsform abzubilden (Abb. 2 rechts).

Bereits seit einigen Jahren wird auch insgesamt iiber den Einsatz von
Computer-Algebra-Systemen (CAS) im Mathematikunterricht diskutiert.
Die teilweise emotional gefiihrte Debatte nimmt dabei oft héndische
Rechenfertigkeiten in den Blick, welche aus Sicht der CAS-Kritiker durch
einen libermaBigen Einsatz Gefahr laufen, verloren zu gehen (z. B. Pallack
2018). In diesem Kontext ist vor allem die in Form unterschiedlicher
Brandbriefe gefiihrte 6ffentliche Diskussion einiger Hochschullehrerinnen
und -lehrer zu nennen (Warnecke et al. 2017; Vieth-Entus 2017). Hierbei
fallt der Fokus der Debatte hédufig auf die Frage, ob CAS unterrichtlich
iiberhaupt eingesetzt werden sollte oder nicht. Vielmehr scheint CAS jedoch
auch ohne institutionelles Zutun in Form kostenlos verfiigbarer Apps wie
Photomath lebensweltliche Realitét vieler Schiilerinnen und Schiiler zu sein.
Gerade im Bereich von Hausaufgaben oder dem selbststdndigen Lernen
erfreuen sich die genannten Anwendungen besonderer Beliebtheit, wie die
Rezensionen in Abbildung 3 exemplarisch verdeutlichen. Fiir manchen sind
entsprechende Apps schlicht ,,besser als der Lehrer®.

Timv
* ok ok h ok

Richtig

Ein Google-Nutzer

* ok ok ok
o

Sie erklart es besser als der Lehrer und hilft einen sehr

Abb. 3: Exemplarische Rezension der App Photomath im deutschsprachigen Google Play Store



Seite 72 Marcel Klinger

Rezensionen wie diese lassen vermuten, dass die genannten Apps bereits
einem groBeren Schiilerkreis bekannt und in entsprechender Verwendung
sind. Das Phianomen leicht verfiigbarer CAS-féahiger Smartphone-Apps soll
daher im Weiteren untersucht werden. Gemeint sind dabei vor allem Apps
mit einem ,kleinen” CAS, bei denen das System vor allem hintergriindig
arbeitet und beispielsweise keine direkten Befehle in Werkzeugsprache
(z. B. ,,s0lve(.)) an das CAS adressiert werden kdnnen, wie es etwa bei
Werkzeugen wie TI-Nspire oder gar Maple der Fall wire.

Ziel der Studie

In der vorliegenden Studie soll das Phdnomen CAS-basierter Smartphone-
Apps zunidchst erkundet werden. Hierbei werden in einem ersten Schritt
einschlagige Apps aus einer wissenschaftlich-didaktischen Perspektive
betrachtet und miteinander verglichen. Ziel ist es, ein erstes Fazit zum
generellen didaktischen Potenzial der Apps zu ziehen. Demgegeniiber wird
die Perspektive der Nutzerinnen und Nutzer, also die Lernenden-
Perspektive, in den Fokus geriickt. Hierzu werden exemplarisch Nutzer-
rezensionen der marktfilhrenden App Photomath herangezogen und
systematisch analysiert. Ziel ist es, die innerhalb dieser Rezensionen
gebundenen Informationen hinsichtlich der Verwendungskontexte,
Nutzungsweisen, Einstellungen, etc. der Apps von Lernenden heraus-
zuarbeiten und durch Kategoriebildung zu klassifizieren und ggfs.
quantifizieren. SchlieBlich werden beide Perspektiven in einem Gesamtfazit
zusammengefiihrt und iibergreifende Erkenntnisse zum Phénomen CAS-
basierter Smartphone-Apps festgehalten.

Didaktische Perspektive

Ahnlich wie bereits im Beitrag von Barzel, Ball & Klinger (in Druck) soll
an dieser Stelle die Perspektive der Mathematikdidaktik eingenommen
werden. Aus dieser heraus stellt sich die Frage, welche Rolle Apps der
beschriebenen Art im Mathematikunterricht einnehmen koénnen und
welches didaktische Potenzial mit ihnen verbunden ist.

Zu diesem Zweck wurden die bereits oben genannten Apps Math 42,
Photomath, Mathway und Cymath einem genaueren Review unterzogen.
Die jeweiligen Apps stehen sowohl im Google Play Store als auch im Apple
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App Store bereit und weisen im Kern eine vergleichbare Funktionalitét auf:
Sie sind jeweils mit einem Computer-Algebra-System ausgestattet und
l6sen Gleichungen, welche via Tastatur oder Kamera eingegeben werden.

Insgesamt stehen Klassifikationsschemata, wie sie zu gezielten didaktischen
Analysen allgemeiner mathematischer Apps nétig wéren, nur unzureichend
in standardisierter Form zur Verfligung. Dies wird bereits an der
begrifflichen Unschirfe deutlich, die der App-Begriff mit sich bringt. Eine
entsprechende Arbeitsgruppe, welche im Rahmen der in diesem Tagungs-
band protokollierten Tagung zusammenkam, sah allein in einer trenn-
scharfen Definition des Bezeichners ,,App“ groflere Schwierigkeiten. So
findet die Bezeichnung inzwischen etwa auch auf nicht-mobilen Systemen
Anwendung (etwa fiir Programme in MacOS). Im Folgenden soll daher
zumindest analog zu Barzel et al. (in Druck) hinsichtlich der Oberflachen-
sowie Tiefenstruktur der vier Repridsentanten-Apps unterschieden und auf
eine engere begriffliche Eingrenzung verzichtet werden.

Oberflichenstruktur

In diese Kategorie fallen vor allem Aspekte der Apps, die nicht unmittelbar
mit einem potenziellen Lernerfolg zusammenhingen und sich eher auf
oberfldchliche Beobachtungen beziehen: Hierbei fillt auf, dass lediglich
Math 42 keine Kameraerkennung anbietet. Alle anderen Apps verfiigen
iiber eine automatische Erkennung mathematischer Notationen. Lediglich
Photomath ist in der Lage, auch ohne aktive Internetverbindung Probleme
zu bewiltigen, wihrend alle anderen Apps ausschlieflich auf den
zugehorigen Heimatservern der Anbieter iiber eine CAS-Komponente
verfligen. Dies ist vor allem vor dem Kontext eines potentiellen
unterrichtlichen Einsatzes, bei dem nicht unbedingt eine aktive
Internetverbindung vorausgesetzt werden kann, von Relevanz. Wéhrend alle
Apps auBler Cymath im Wesentlichen werbefrei zu sein scheinen, bietet
lediglich diese App eine kostenpflichtige Premium-Variante an, durch deren
Kauf man sich lastiger Werbebanner entledigen kann. Die meisten Apps
konnen unmittelbar nach Herunterladen verwendet werden. Lediglich bei
Math 42 ist zundchst eine kostenlose Registrierung erforderlich. Das
Geschéftsmodell einschldgiger Anbieter ist nicht unmittelbar transparent. So
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wird nicht klar, welche Daten mdoglicherweise zusitzlich durch die Apps
erhoben werden und in welcher Form sie ggfs. weiterverarbeitet werden.

Tiefenstruktur

Um die genannten Apps einer eingehenderen und vor allem tiefergehenden
Analyse zu unterzichen, sind naturgemdB mathematische Probleme
notwendig, deren Ldsungen es zu bestimmen gilt. Hierbei ist, was als
Losung gilt, vom jeweils betrachteten Problem abhéngig. Bei den drei
verwendeten Testfédllen handelt es sich um die folgenden mathematischen
Probleme P1, P2 und P3:

P1: Bestimme die Losung(en) der folgenden quadratischen Gleichung
X'—2x-8=0.
Zugehorige Losung: x,=—2,x,=4
Schulstufe: 9. Jahrgang
P2: Bestimme die Ableitung der Funktion f(x|=3x"+2x’+3 .
Zugehorige Losung: f (x)=12x’+4x
Schulstufe: 10. oder 11. Jahrgang

P3: Vereinfache y= % so weit wie moglich.
X

Zugehorige Losung: y=3/x
Schulstufe: 8. Jahrgang

Eine Problembearbeitung durch die Apps erfolgt dabei immer in derselben
Schrittigkeit: Zundchst miissen die Probleme durch die App erfolgreich
erkannt werden (1). Beim anschlieBenden Losen (2) finden u. U. geeignete
Erlduterungen (3) statt. SchlieBlich ist es denkbar, dass die App Wissen
tiber die fokussierten mathematischen Inhalte z. B. durch Verwendung
anderer Darstellungsformen, etc. vernetzt oder anderweitig an vorhandenes
Wissen anbindet (4). Die Ergebnisse einer entsprechenden Betrachtung aus
didaktischer Perspektive konnen im Folgenden nur auszugsweise
wiedergegeben werden:

Zu PI: Die untersuchten Apps sind jeweils in der Lage, das gegebene
Problem korrekt zu erkennen und zu l6sen. Hierbei bieten alle Apps jeweils
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unterschiedliche Methoden zur Losung an (z. B. pg-Formel, quadratische
Ergidnzung, etc.). Die Erlduterung einzelner Rechenschritte erfolgt meist
fachsprachlich (,,Faktorisiere den Ausdruck® oder ,,Wenn das Produkt von
Faktoren gleich 0 ist, dann ist mindestens einer dieser Faktoren gleich 0%,
jeweils Photomath). An einzelnen Stellen lassen sich jedoch auch weniger
fachsprachliche Formulierungen finden (,,Unterteile die urspriingliche
PlusMinus Gleichung in zwei Teile, einmal mit Plus und einmal mit
Minus“, Photomath). Math 42 und Photomath bieten ohne weitere
Erlduterungen den Funktionsgraph der Funktion des &dquivalenten
Nullstellenproblems an, womit ein vernetzender Blick hier zumindest in
Ansétzen erkennbar ist.

Zu P2: Auch dieses Problem konnen alle betrachteten Apps l6sen. Hierzu ist
bei allen Apps jedoch die vorherige Notationsédnderung unter Verwendung
eines Ableitungsoperators notwendig. Hierbei unterstiitzen manche Apps
lediglich die Lagrange-Notation (.), andere lediglich die Notation nach
Leibniz d/dx(.), was vor einem etwaigen unterrichtlichen Einsatz eine
entsprechende Thematisierung notwendig macht. Math 42 bietet zudem
Links zu verwandten Themen wie ,,Kurvendiskussion‘ an.

Zu P3: Mit dem betrachteten Problem wissen nicht alle Apps geeignet
umzugehen. Beispielsweise Mathway ist weder in der Lage es zu erkennen,
noch entsprechend zu 16sen. Lediglich Math 42 erkennt und 16st das
Problem geeignet und gibt strukturierte Schritte zur Vereinfachung an.
Auch hierbei werden entsprechende Rechenregeln eher fachsprachlich
erlautert.

Fazit zur didaktischen Perspektive

Es konnen einige Beobachtungen problemiibergreifend festgestellt und
zusammengefasst werden: So lassen sich fiir die meisten Probleme und
Apps die jeweiligen Losungsschritte (sofern die jeweilige App imstande ist,
das Problem zu 16sen) einzeln anzeigen und jeweils auffalten, so dass
einzelne Umformungen oder Operationen in jeweils elementarer Form
dargestellt werden. Verbindungen zu vorhandenem Wissen werden cher
selten geschlagen; auch alternative Darstellungsformen oder Erkldrungen
finden sich selten. Die verwendete Sprache ist auch hier iiberwiegend



Seite 76 Marcel Klinger

fachlich geprégt. Die Symbolik ist auf eine spezifische Notation festgelegt,
auch dann, wenn in der Mathematik, wie etwa beim Ableitungsbegriff,
unterschiedliche Schreibweisen verbreitet sind. NaturgemaB sind die Apps
vor allem geeignet, klassische Rechenaufgaben zu 16sen, also vor allem die
Ausfithrung eines Kalkiils zu bedienen. Entsprechend zielen die Apps eher
auf das Training prozeduralen Wissens (Barzel et al. 2013). Dies verhilt
sich konsistent zu Befunden innerhalb der Literatur (z.B. Larkin 2015). Ein
gezielter Vorstellungsaufbau oder die Thematisierung von Fehlerwissen
lassen sich nicht erkennen.

Lernenden-Perspektive

Nachdem einschldgige Apps im vorherigen Abschnitt einer Analyse aus
didaktischer Perspektive unterzogen wurden, richtet sich der Fokus nun auf
die Perspektive der Nutzerinnen und Nutzer der Apps.

Rezensionen im Netz als Forschungsdaten

Diese wird héufig in Form von Rezensionen, die sich unmittelbar auf die
App als Produkt beziehen, durch Nutzerinnen und Nutzer festgehalten. In
ihnen kommen, wie eingangs bereits illustriert, individuelle Bewertungen
und Ansichten der Nutzerschaft zum Ausdruck. Entsprechende Rezensionen
als Datengrundlage wissenschaftlicher Analysen mit unterschiedlichem Ziel
zu nutzen, ist dabei keine neue Idee. Gerade im Umfeld der Big-Data-
Methoden genieen solche oft frei verfligbaren Datensétze im Internet
besondere Aufmerksamkeit. Einschldgige Studien setzen dabei vor allem
auf quantitative Analysemethoden, die beispielsweise die Haufigkeit
besonderer Worter oder Wortkombinationen fokussieren. So analysieren
Khalid et al. (2015) fir 20 unterschiedliche Apps typische Nutzer-
beschwerden und erforschen die Auswirkungen negativer Eindriicke der
Nutzerinnen und Nutzer auf die numerische Bewertung der App. Insgesamt
betrachteten die Autoren iiber 250000 iiberwiegend negative Rezensionen,
deren zugehorige Bewertung jeweils einem oder zwei von finf moglichen
Sternen entspricht. Die Konzeption einer vergleichbaren Algorithmik zur
Analyse der Rezensionen der hier betrachteten Apps stellt sowohl vor
okonomischen wie technischen Gesichtspunkten jedoch eine gegenwirtig
nicht leist- bzw. vertretbare Herausforderung dar.
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Verwendete Methodik und Datensatz

Aus diesem Grund wurde eine deutlich kleinere Stichprobe herangezogen.
Konkret handelt es sich um jene 700 Rezensionen (einschlieBlich
entsprechender  Sterne-Bewertungen) flir die App Photomath im
deutschsprachigen Google Play Store, welche im Zeitraum zwischen Juni
und August 2018 abgegeben wurden. Diese Einschrinkung auf die App
Photomath erscheint legitim, da diese die einzige der betrachteten Apps ist,
welche innerhalb der allgemeinen Top-500-Liste kostenloser Apps des
genannten App-Stores vertreten ist; in der Kategorie ,,.Lernen* sogar auf
Platz 4 (Stand 2. Dezember 2018). Android-Gerdte nehmen laut Zahlen des
Marktforschungsunternehmens Kantar Worldpanel zudem knapp 82, Apple-
Geridte hingegen lediglich etwa 16 Prozent des weltweiten Smartphone-
Marktes ein (Stand August 2017).

Insgesamt zeigt die so gezogene Stichprobe anhand der ihnen zugeordneten
numerischen Bewertungen mit durchschnittlich 4,6 von 5 Sternen einen
ghnlichen Deckeneffekt, wie er bereits in Abbildung 1 deutlich wurde. Statt
auf quantitative Verfahren setzt die vorliegende Studie auf einen
qualitativen methodischen Fokus, wie er sich innerhalb der Mathematik-
didaktik hdufig bewéhrt hat. Konkret wurden angelehnt an die Grounded
Theory (Glaser & Strauss 2010) die genannten Rezensionen héndisch
analysiert und mit parallel generierten Codes teilkodiert. Hierbei ist also
durchaus moglich, dass eine Rezension mehreren Codes zugeordnet wird.
Prinzipien der Grounded Theory erschienen hier einerseits aufgrund des
explorativen Charakters des Vorhabens zielfithrend. Andererseits steht bei
ihr im Vergleich zu anderen Methoden keine zu priifende Theorie oder eine
prazise und stark eingegrenzte Forschungsfrage, sondern ein eher offenes
und sich entwickelndes Forschungsinteresse im Mittelpunkt (vgl. Aeppli et
al. 2016, S. 249). Dies wirkte vor dem Hintergrund, dass a priori nicht
bekannt war, welche Informationen sich den zu erschlieBenden Daten
entnehmen lassen, profitabel.

Gebildetes Kategoriensystem

Fiir das so gebildete Kategoriensystem haben sich im Laufe der Analyse
insgesamt fiinf Oberkategorien herauskristallisiert, die vor allem entlang der
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Frage motiviert sind, wozu oder woriiber die unter ihnen subsumierten
Codes Auskunft geben konnen. Sie geben Aufschluss iiber Verwendungs-
kontexte, Nutzungsweisen und Einstellungen hinsichtlich der App
Photomath aus Perspektive der Nutzerinnen und Nutzer. Entlang der finf
Oberkategorien soll die Systematik und damit das untersuchte Phanomen
CAS-basierter Smartphone-Apps im Folgenden auszugsweise illustriert
werden.

Persénlicher Hintergrund: Einige Rezensionen lassen durch die Aussagen
ihrer Urheberinnen und Urheber unmittelbar auf die Zugehorigkeit zu einer
Personengruppe schlieBen. Hierbei konnte in 76 Féllen eine Zuordnung zur
Gruppe ,,Schiilerinnen und Schiiler®, in sechs Féllen zur Gruppe ,,Eltern®, in
vier Fillen zur Gruppe ,,Studierende” und in zwei Féllen zur Gruppe
,Lehrkrafte hergestellt werden. In wenigen Féllen kann auch dariiber
hinaus auf affektiv-motivationale Merkmale geschlossen werden. So zeigt
sich in zumindest einem Fall eine deutliche Matheaversion. In sieben Féllen
wird die Aussage getitigt, schlecht in Mathematik zu sein.

Mingel an der App: Die zweite Oberkategorie subsumiert negativ
konnotierte Kritik an der rezensierten App. So werden in 17 Féllen
Verbesserungsvorschldge gemacht, darunter in elf Féllen, dass die App nach
Moglichkeit auch Textaufgaben bearbeiten konnen sollte. In 13 Féllen lésst
sich zudem darauf schlieBen, dass die App nicht imstande war, gewisse
Aufgaben zu bearbeiten. 18 weitere Kritikfille sind unmittelbar technischer
Natur. Darunter finden sich am héaufigsten Probleme bzgl. der
Kamerafunktionalitdt und der zugehorigen Zeichenerkennung.

Funktionalititen und Qualitdten der App: Innerhalb der dritten
Oberkategorie finden sich vor allem Hervorhebungen, die entsprechend
positiver Natur sind. Diese beziehen sich wiederum auf die mithilfe der App
bearbeiteten mathematischen Probleme oder eher auf duflere Merkmale, wie
den Bedienkomfort (20 Fille) und die Qualitdt der Texterkennung (45
Fille). Bezogen auf die Mathematik heben Nutzerinnen und Nutzer vor
allem hervor, dass die App in der Lage ist, einen korrekten Rechenweg
aufzuzeigen (83 Fille), stets korrekte Ergebnisse liefert (acht Fille), auch
Gleichungen 16st, die Unbekannte bzw. Variablen beinhalten (elf Falle),
einen Funktionsgraphen anzeigt (13 Fille), umfangreiche Aufgabenarten zu



,Besser als der Lehrer!* Seite 79

bearbeiten imstande ist (29 Fille) sowie vielfdltige Losungswege anzeigt
(vier Fille).

Anwendungsbereiche: Diese Kategorie enthélt Félle, die Riickschliisse auf
Einsatzkontexte der App zulassen. In insgesamt 43 Féllen, nutzen
Anwenderinnen und Anwender die App dabei zur Bearbeitung der
Hausaufgaben, in 13 Fillen zum Schummeln in Unterricht oder
Priifungssituationen und in sechs Fillen zur Vorbereitung auf Priifungen.

Motivation sowie positive Gefiihle und Erlebnisse: Wéahrend der Analyse
hat sich gezeigt, dass sich die Motivation zum und positive Erfahrungen
beim Einsatz der App wenig oder gar nicht trennen lassen, so dass diese
Kategorie entsprechend eine gemeinsame fiinfte Oberkategorie bildet.
Hierbei zeigt sich besonders haufig, dass Nutzerinnen und Nutzer die App
aus einer verstehensorientierten Motivlage einsetzen. So &uBlern Rezen-
senten, dass sie mithilfe der App etwas lernen oder gelernt haben (30 Fille),
sich Ergebniskontrollen im Nachgang einer Rechnung durchfiihren lassen
(elf Falle), sie durch die App etwas verstehen oder verstanden haben (45
Fille), Erkldarungen der App hilfreich sind oder waren (54 Fille) oder sie die
App zur Unterstitzung bei Blockaden oder schwierigen Aufgaben
verwenden oder verwendet haben (22 Fille). Dahingegen finden sich aber
auch Motive wie Faulheit (fiinf Félle) oder das Einsparen von Zeit (drei
Fille). In acht Féllen sprechen Nutzerinnen und Nutzer das Prédikat ,,besser
als der Taschenrechner”, in zwolf Fillen ,besser als der Lehrer / die
Lehrerin“ sowie in 16 Fillen ,,Lebensretter” aus. In 13 Fillen wird zudem
konkret eine Notenverbesserung durch die App genannt. Weiterhin
subsumiert die Oberkategorie Lob und Dank an die Entwickler (22 Fille),
eine allgemeine Weiterempfehlung (40 Fille), das generelle Empfinden
einer Niitzlichkeit der App (14 Félle) sowie das Empfinden der App als
allgemeine Unterstiitzung oder Hilfe (118 Fille). Als letzter Punkt lassen
sich in 502 Féllen allgemeine positiv-konnotierte Ausspriiche (,,Super!®,
,,Cool!*) innerhalb meist sehr kurz gefasster Rezensionen feststellen. Diese
zeigen zwar eine insgesamt sehr positive Wahrnehmung der Nutzerschaft
der App, bieten jedoch nicht das Potenzial weiterer Theoriebildung.
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Fazit zur Lernenden-Perspektive und methodische Diskussion

Die verwendete Methode basiert auf Online-Rezensionen einschlagiger
Apps als Datenquelle und versucht mittels Elementen der Grounded Theory
Hypothesen zu Verwendungskontexten, Nutzungsweisen, Einstellungen,
etc. hinsichtlich entsprechender Apps zu fundieren. In gewisser Weise
handelt es sich hierbei um ,,neue Quellen qualitativer Daten” wie Glaser
und Strauss (2010) sie bereits propagieren (S. 175 ff.). Der Kategorie-
bildungsprozess basiert dabei vor allem auf einer Phase des offenen
Kodierens im iterativen Wechsel mit Anpassungen und Verfeinerungen der
gewonnenen Kategorien (axiales Kodieren). Dennoch gestaltet sich etwa
das theoretische Sampling schwierig, da nicht gezielt mit Blick auf eine
theoretische Séttigung weitere Félle herangezogen werden konnen, sondern
lediglich die Fallzahl der betrachteten Rezensionen erhoht werden kann
(vgl. Aeppli et al. 2016, S. 247ff.). Da sich iiber einschldgige Rezensionen
etwa kaum personenbezogene Daten erheben lassen, findet somit im Grunde
lediglich ein statistisches Sampling statt (Glaser & Strauss 2010, S. 78 ff.).
Im Laufe der Analyse zeigte sich der Kategoriebildungsprozess im
Wesentlichen als konvergent, so dass die betrachteten 700 Rezensionen zu
einer theoretischen Sattigung fithrten. Insgesamt lassen sich also
Hypothesen zu den Nutzerinnen und Nutzern entsprechender Apps, dem
Kontext ihrer Verwendung und besonders positiver und negativer Aspekte
der Apps bilden. Dies wurde hier exemplarisch fiir die offenkundig
marktfithrende App Photomath gezeigt.

Die so gewonnenen Kategorien bilden einen ersten Anhaltspunkt fiir
weitere Forschungen, etwa zur Entwicklung eines geeigneten Fragebogens
zur Operationalisierung der Nutzerperspektive entsprechender Apps. Es
liegt in der Natur der Methode, dass hingegen keine reprisentativen
Aussagen getroffen werden konnen; stattdessen hat die Studie explorativen
Pilot-Charakter. Hinzu kommen weitere Phinomene, die die verwendeten
Daten negativ verzerrt haben konnten. Hierzu zdhlen potenziell gegen
Entgelt erstellte Rezensionen oder Schiichternheits-Effekte, etwa wenn ein
Lernender aufgrund der haufigen Klarnamendarstellung {tiber einer
Rezension nicht erwéhnt, dass eine App auch zum Schummeln in
Priifungssituationen dienlich sein kann.
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Gesamtfazit

Fazit zum Potenzial der Apps

Die Apps Math 42, Photomath, Mathway und Cymath wurden zunéchst
einer didaktischen Analyse unterzogen. Ahnlich zum Review von Barzel et
al. (in Druck) zeigen sich die betrachteten Apps als elaborierte Tools, die
zum rechnerischen Ldsen verschiedener mathematischer Probleme imstande
sind. In Ansdtzen ermdglichen die Apps vielfdltige mathematische
Losungswege und setzen auch auf unterschiedliche Darstellungsformen.
Rechenschritte werden oft feingliedrig erldutert. Es zeigt sich aber auch,
dass entsprechende Erléuterungen oft von Fachsprache geprigt sind, die fiir
manche Lernende eine schwierige Hiirde darstellen kann. Ferner ist
teilweise die Kenntnis besonderer Notationen notwendig, um etwa eine
Ableitungsfunktion zu bestimmen. Ihr didaktisches Potenzial schopfen die
betrachteten Apps noch nicht aus: So wire es zumindest denkbar, dass an
geeigneten Stellen auf haufige Fehler zum Zweck des Aufbaus von
Fehlerwissen hingewiesen oder gezielt die Aufarbeitung etwaiger
Wissensmissstinde angeboten wiirde. Im Mittelpunkt der Apps stehen vor
allem Prozeduren und Algorithmen; weniger Konzepte und Verbindungen
(Barzel et al. 2013).

Die App Photomath wurde zudem in Form der Analyse von Nutzer-
rezensionen auch aus Lernenden-Perspektive betrachtet. Es kann vermutet
werden, dass vor allem Schiilerinnen und Schiiler zur Anwendergruppe der
betrachteten Apps gehoren. Es lassen sich kaum Anzeichen einer gezielten
schulischen Verwendung finden. Stattdessen scheinen die Apps eher in
informelleren Lernkontexten wie der héauslichen Vorbereitung von
Priifungen oder der Erledigung von Hausaufgaben eine Rolle zu spielen.
Die Apps scheinen weniger zum Schummeln, sondern vor allem (aus Sicht
der Lernenden) zum Aufbau von Versténdnis genutzt zu werden. Lernende
schétzen u.a. die Darstellung des Rechenweges und klaren Erlduterungen
der Apps. An dieser Stelle drangt sich die Vermutung einer von der
wissenschaftlichen Perspektive abweichender Auslegung des Verstehens-
begriffs auf der Seite der Lernenden auf. Kulgemeyer (2018) spricht in
diesem Zusammenhang auch treffend von einer mdglichen
,Verstehensillusion. Lernende fassen hierbei lediglich oberflachlich
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vermitteltes Routine-Wissen als Verstindnis auf, welches jedoch spitestens
bei der Bearbeitung von cher konzeptuell gestalteten Aufgaben an seine
Grenzen stoft.

Konsequenzen fiir Forschung und Unterrichtspraxis

Es stellt sich die Frage, wie auf die Existenz entsprechender Apps und die
Prominenz, die sie offenbar in Teilen der Schiilerschaft genieBen, reagiert
werden sollte (Webel & Otten 2016; Klinger & Schiiler-Meyer, in Druck).
Ein Verbot von Smartphones im Unterricht erweist sich schnell als zu kurz
gedachter Losungsansatz; entziehen sich Lernende doch im Rahmen von
Hausaufgaben, in denen klassischerweise ein Grofiteil des Einiibens
mathematischer Verfahren und Konzepte geschieht, einer entsprechenden
Kontrolle. Hinzu kommen Phasen des auBerschulischen Lernens, wie sie
etwa im Rahmen der Vorbereitung auf Priifungssituationen vorkommen. So
ist bekannt, dass Schiilerinnen und Schiiler heute vielfach Smartphone-Apps
im Rahmen des auBerschulischen Lernens einsetzen (Feierabend et al. 2017,
Anshari et al. 2017; Rahmati & Zhong 2013). Entsprechend sehen Trouche
& Drijvers bereits 2010 auBerschulische Lernsituationen durch das
Vorhandensein verschiedener Handheld-Technologien, wie sie sich etwa in
Smartphones manifestieren, als besondere Herausforderung zukiinftiger
mathematikdidaktischer Forschung.

Gerade vor diesem Hintergrund ist es notwendig, dass Lehrkréfte sich nicht
nur der Situation bewusst sind, dass Lernende zumindest in informellen
Lernsettings entsprechende Apps einsetzen. Sie erfordert vor allem auch,
Aufgaben produktiv zu gestalten, d. h. z. B. solche Ubungsaufgaben zu
stellen, die vor allem auf Verstindnis und weniger auf das Auswendiglernen
zur Losung geeigneter Algorithmen zielen (s. auch Winter 1984; Leuders
2009). Im Kontext quadratischer Gleichungen konnte dies etwa bedeuten,
dass neben dem Losen entsprechender Gleichungen auch zum Aufstellen
solcher aufgefordert wird (,,Bestimmen Sie eine quadratische Gleichung so,
dass 0 und 1 Losungen sind. Gibt es mehrere Moglichkeiten?*) oder dass
gezielt Reflexionsanldsse z. B. hinsichtlich der Methodenwahl und dem
individuellen Vorgehen bei der Berechnung der Losung geschaffen werden
(,Verwenden Sie verschiedene Verfahren zur Losung der Gleichung.
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Welches ist wann zu bevorzugen und warum?* oder ,,Wiirden Sie genau so
vorgehen oder gibt es einen Weg der effizienter zum Ziel fiihrt?*).

Ausblick und Forschungsdesiderate

Vor dem Hintergrund des Vorhandenseins der hier untersuchten Apps
bedarf es — wie eingangs kurz skizziert — einer Neuausrichtung der
Diskussion um den unterrichtlichen Einsatz oder um ein entsprechendes
Verbot von CAS (Klinger & Schiiler-Meyer, in Druck). Durch ihren hohen
Grad an Verfiigbarkeit in Form von Smartphone-Apps sind solche Systeme
de facto eingefiihrt. Es erscheint daher lohnenswert Apps wie Photomath
unterrichtlich explizit zu thematisieren, diese kritisch zu diskutieren und
ihren Einsatz zu reflektieren. Obwohl Anwenderinnen und Anwender
vielfach riickmelden, durch einschldgige Apps besser zu ,verstehen®,
besteht die Gefahr, dass entsprechende Apps ohne geeignete Aufgaben-
kultur vor allem das Lernen mathematischer Rezepte begiinstigen (ebd.).
Nicht zuletzt besteht auch die Moglichkeit einer unterschiedlichen
Auslegung des Verstehensbegriffs auf der Seite der Lernenden. Die
Untersuchung dieses Konflikts zwischen der didaktischen und der
Lernenden-Perspektive erscheint daher lohnenswert. Aber auch die
Entwicklung und Erforschung addquater Lernumgebungen, die Photomath
oder vergleichbare Apps explizit in unterrichtliche Sequenzen einbinden
und dabei auch konzeptuelles Verstindnis fordern, wére im Sinne der
Bereitstellung moglicher Best-Practice-Beispiele hilfreich. Einen Ansatz
bietet hier etwa der geeignete Ubertrag der Ideen produktiven bzw.
intelligenten Ubens (etwa Winter 1984; Leuders 2009) auf eine CAS-
basierte Lernumgebung fiir Smartphones (s. auch Klinger & Schiiler-Meyer,
in Druck). Letztlich sind aber gerade vor dem Hintergrund der
methodischen Unzuldnglichkeiten dieser Studie weitere qualitative wie
quantitative Erhebungen rund um das Phdnomen CAS-basierter
Smartphone-Apps wiinschenswert.
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Programmieren im Mathematikunterricht

Bernhard Matter

Algorithmen spielten in der Mathematik bereits Jahrtausende vor den ersten
Computern eine zentrale Rolle. Algorithmen (re-)konstruieren, verstehen und
optimieren sind wesentliche Aspekte eines nachhaltigen Mathematikunterrichts. Das
Ubersetzen von Algorithmen in lauffihige Computerprogramme kann mathe-
matische Erkenntnisse anregen und das Verstindnis fiir mathematische Zusammen-
hinge fordern. Schliisselkompetenzen wie Abstrahieren oder Verallgemeinern
werden auf spielerische Art gefordert, beim Problemlosen erweitert sich das
Spektrum ausfiihrbarer Strategien. Bereits seit 10 Jahren versucht die Pddagogische
Hochschule Graubiinden das Potenzial, welches Programmieren fiir das
Mathematiklernen birgt, zu nutzen.

Einleitung

An der Péadagogischen Hochschule Graubiinden (PHGR) begannen die
Programmieraktivitdten mit der Steuerung von Robotern. Seit 2008
organisiert die PHGR jahrlich einen Regionalwettbewerb der First Lego
League. 2010 startete das von der ETH Ziirich und der PHGR gemeinsam
getragene Projekt Programmieren in Primarschulen. Die Schiilerinnen und
Schiiler arbeiten hierbei mit der textbasierten Programmiersprache LOGO.
Neben dem Unterricht in den Schulen durch Dozierende der beiden
Hochschulen erweiterten sich die Aktivititen schon bald um die Aus- und
Weiterbildung von Lehrerinnen und Lehrern, sowie die Entwicklung von
Lernangeboten.

Das Potenzial des Programmierens fiir den Erkenntnisgewinn im
Mathematikunterricht fiihrte zur Ausarbeitung und Erprobung interdiszi-
plindrer Lernangebote. Mit der Einfiihrung eines neuen Lehrplans in 21
Deutschschweizer Kantonen (Lehrplan 21; vgl. Erziehungs-, Kultur- und
Umweltschutzdepartement Graubiinden 2016) wurde die Forderung von
Informatik-Kompetenzen ab dem Kindergarten zur Pflicht. Die PHGR
begann in diesem Zusammenhang mit der Entwicklung eines Spiral-
curriculums  zur  gleichzeitigen Forderung  mathematischer  und
informatischer Kompetenzen. Weitere Projekte im Sinne fachdidaktischer
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Entwicklungsforschung erweitern den Fokus auf die interdisziplindre
Forderung des algorithmischen Denkens.

Informatik und insbesondere Programmieren sind inzwischen auch in der
Lehrpersonenausbildung zur Pflicht geworden. Studierende erwerben in
Modulen an der PHGR Grundwissen und sammeln Unterrichtserfahrungen
in Praktika oder in Ferienaktivitéiten fiir Kinder (MINT-Camps, i-Camps u.
a.). Die verwendeten Werkzeuge aus der Informatik wurden vielfaltiger.
Dozierende, Studierende, Lehrpersonen und Kinder arbeiten mit unter-
schiedlichen Programmiersprachen und programmieren verschiedene
Roboter oder Platinen (z. B. Calliope).

Modullehrplan Medien und Informatik

Im Lehrplan 21 ergénzen Module die Fachbereichslehrplidne: In Modulen
konnen Aufgaben der Schule bearbeitet werden, die nicht oder nur teilweise
den Fachbereichen zugewiesen werden konnen. Module unterscheiden sich
von Fachbereichen dadurch, dass sie nur iiber ein begrenztes, nicht
durchgehendes Zeitbudget verfiigen. Im Kanton Graubiinden wurde der
Bereich Medien und Informatik im 5., 6., 7. und 9. Schuljahr mit je einer
Wochenlektion dotiert, im 8. und 9. Schuljahr kénnen Schulen zusitzlich
ein Wahlfach anbieten. Etwa die Hilfte dieser Lektionen kann fiir den
Informatikunterricht genutzt werden.

Das knappe Zeitbudget macht deutlich, dass Informatik-Kompetenzen
interdisziplindr in unterschiedlichen Schulfichern gefordert werden miissen.
Der Modullehrplan Medien und Informatik enthdlt daher einen
Kompetenzaufbau fiir die gesamte obligatorische Schulzeit. Daraus leitet
sich der Anspruch an die Pddagogischen Hochschulen ab, Dozierende fiir
diese Aufgabe weiterzubilden und hierzu entsprechende Inhalte in die
fachdidaktischen Lehrveranstaltungen sowie in die Aus- und Weiter-
bildungskurse der (Praxis-)Lehrpersonen aufzunehmen. An der PHGR lauft
dieser Prozess im Fachbereich Mathematik in Bezug auf Informatik-
Kompetenzen schon seit einigen Jahren.

Der Lehrplan 21 beschreibt fir den Bereich Medien vier und fiir die
Informatik drei Kompetenzen. Alle Fachbereiche miissen wéhrend der
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gesamten  obligatorischen  Schulzeit zu einem  entsprechenden
Kompetenzaufbau beitragen. Die Informatik-Kompetenzen sind folgende:

1. Die Schiilerinnen und Schiiler konnen Daten aus ihrer Umwelt
darstellen, strukturieren und auswerten.

2. Die Schiilerinnen und Schiiler konnen einfache Problemstellun-
gen analysieren, mogliche Losungsverfahren beschreiben und
in Programmen umsetzen.

3. Die Schiilerinnen und Schiiler verstehen Aufbau und Funkti-
onsweise von informationsverarbeitenden Systemen und kon-
nen Konzepte der sicheren Datenverarbeitung anwenden.

Im Projekt Mathematik und Informatik der PHGR werden interdisziplinédre
Lernangebote entwickelt, erprobt und evaluiert (vgl. Matter et al. 2018).
Beziiglich Informatik liegt der Fokus vorerst auf der 2. Kompetenz. Im
folgenden Kapitel werden exemplarisch einzelne Lernangebote aus diesem
Projekt vorgestellt.

Mathematik und Programmieren

Die obligatorische Schulzeit ist geméf Lehrplan 21 in drei Zyklen unterteilt,
nidmlich Kindergarten (zwei Jahre) und 1./2. Schuljahr (Zyklus 1); 3. bis 6.
Schuljahr (Zyklus 2) und 7. bis 9. Schuljahr (Zyklus 3). In Zyklus 1
programmieren die Schiilerinnen und Schiiler Bee- oder Blue-Bots. In den
weiteren Zyklen liegt der Fokus auf der Steuerung einer Schildkrote (Turtle-
Grafik) auf dem Display. Verwendet werden dazu die textbasierten
Programmiersprachen LOGO (Zyklus 2) und Python (Zyklus 3).

Zyklus 1

Ein Lernangebot in Zyklus 1 basiert auf Eckenhausen, einer Aufgabe aus
dem Zahlenbuch 1 (vgl. Wittmann et al. 2012, S. 187 ff.). Gefordert werden
in mathematischer Hinsicht (neben weiteren Kompetenzen) das rdumliche
Vorstellungsvermogen und das Erkennen, Beschreiben und Nutzen
rdumlicher Beziehungen. Die Schiilerinnen und Schiiler miissen unter-
scheiden zwischen Begriffen, welche Orte oder Lagen (links, rechts, ...),
relative Lagen (links von, ...) oder Bewegungen beschreiben (nach rechts,
nach links, ...). Entsprechend der Auffassung der Mathematik als
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Wissenschaft der Muster und Strukturen erkennen und erforschen die
Lernenden Muster und deren Beziehungen untereinander (vgl. Matter 2017,
S. 34 ff.). Im konkreten Fall geht es hauptsachlich um das Pascaldreieck.

Die Schiilerinnen und Schiiler bendtigen fiir die Steuerung der Bee-Bots
lediglich vier Befehle (vorwirts, riickwérts, nach links, nach rechts). Diese
stehen auch als Befehlskarten zur Verfligung (vgl. Abb. 1).

Abb. 1: Befehlskarten

Bei allen Aufgaben bewegt sich der Bee-Bot ausschlieBlich auf einer
quadratischen Matte mit einem schachbrettférmigen StraBensystem und
einigen markierten Orten (vgl. Abb. 2).
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ADbb. 2: Matte mit StraBensystem

Tabelle 1 zeigt den Aufbau des Lernangebots. Die Kinder 16sen zunéchst
Aufgaben durch das Abschreiten von Wegen auf einem grofen Plan (im
Schulzimmer oder auf dem Pausenplatz), danach durch das Einzeichnen auf
einer verkleinerten Version des Planes und durch das anschlieBende Pro-
grammieren des Bee-Bots. Sie iliberlegen sich Wege im Voraus und halten
diese mit Symbolfolgen, entweder mit selbst geschriebenen Symbolen oder
mit Befehlskarten, fest. Diese Représentationswechsel finden auch in umge-
kehrter Richtung statt. Die Lernenden tauschen sich in der Gruppe oder mit
der Lehrperson iiber ihre Losungen aus und generieren dadurch vertiefte
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Einsichten und lernen weitere Strategien kennen. Fiihrt der Bee-Bot ein
Programm aus, so erhalten die Schiilerinnen und Schiiler ein unmittelbares
Feedback zur Korrektheit ihrer Eingaben. Erprobt wurde das Lernangebot in
einem Kindergarten (nur Teile I und II, sieche Tab. 1) und in einer Klasse
des 2. Schuljahres. Die Schiilerdokumente stammen aus dem 2. Schuljahr.

Wie konnen Mia und Jana zur Schule gelangen? Zeichnet
Teil I einige Wege mit verschiedenen Farben in den Plan ein.

Wer hat den langeren Schulweg? Jana oder Mia? Begriindet.

Das Taxi fahrt von der Schule immer ein Wegstiick. Welche
Felder konnen erreicht werden?

Das Taxi fahrt von der Schule immer zwei Wegstiicke.
Teil 11 | Welche Felder konnen erreicht werden?

Male die Zielfelder mit Farbe an. Was fillt dir auf?
Wie sieht es mit drei, vier oder mehr Wegstiicken aus?

Was vermutest du? Kontrolliere mit dem Bee-Bot.

Starte mit Mia. Wohin kann Mia gelangen, wenn sie...
...ein Wegstiick fahrt?

...zwel Wegstlicke fahrt?

Teil Il | .. drei Wegstiicke fihrt?

Férbe die erreichten Felder auf deinem Mini-Plan.

Lege fiir jeden Weg eine Befehlskette mit den Befehlskarten
oder schreibe die Befehlskette auf.

Wie viele verschiedene Wege hat Mia zur Schule, wenn sie
keine Umwege macht?

Zeichne die verschiedenen Wege in deinen Mini-Plan ein und
programmiere den Bee-Bot fiir alle moéglichen Wege. Lege
wieder fiir jeden Weg eine Befehlskette mit den Befehlskarten
oder schreibe die Befehle auf.

Teil IV

Wie viele verschiedene kiirzeste Wege gibt es zu den

einzelnen Feldern in Eckenhausen von Mia aus?

Tabelle 1: Aufgaben aus dem Lernangebot (Zyklus 1)
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Bei den ersten Aufgaben fanden die Schiilerinnen und Schiiler mehrere
Wege und zeichneten diese auf einem verkleinerten Plan ein. Sie fanden den
kiirzesten Weg durch Auszdhlen der Wegstiicke. Einige Lernende
vermochten erst dank dem Bee-Bot durch das Auszdhlen der Vorwdrts-
Befehle die korrekte Anzahl zu bestimmen. Die Zweitklésslerinnen und
Zweitkldssler, welche das Lernangebot erprobten, mussten in ihrer
bisherigen Schulzeit kaum Antworten begriinden. Einige konnten dank dem
Austausch in der Lerngruppe bereits richtige Argumentationen in prézisere
Begriindungen umformulieren (vgl. Abb. 3).

PI
¥

Abb. 3: Schiilerdokument zu Teil 1

a3k

Abb. 4: Schiilerdokumente zu den Teilen IT und IIT

Die Aufgaben aus den Teilen II und III fielen den Kindern leicht. Durch
abwechselnde Féarbung kam das Schachbrettmuster deutlich zum Ausdruck
(vgl. Abb. 4). Im Klassengespréich konnen bei Teil III weitere Matten beim



Programmieren im Mathematikunterricht Seite 93

Feld von Mia hinzugelegt werden, so dass der Zusammenhang zwischen
den Teilen II und III noch deutlicher wird.

Die Schiilerinnen und Schiiler protokollieren die Befehle mit Pfeilen,
Symbole welche bereits im Kindergarten verwendet werden konnen. Als
Vorbereitung auf Teil IV kann im Klassengesprich das Thema
verschiedene Wege zum gleichen Ziel mithilfe von Schiilerdokumenten aus
Teil 1II aufgegriffen werden. Die letzte Aufgabe in Teil IV fiithrt zum
Muster des Pascaldreiecks (vgl. Abb. 5).
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ADbb. 5: Losung zu Teil IV und Schiilerdokument

Leider war die Anzahl der Lektionen fiir die Erprobung zu knapp bemessen.
Einige Schiilerinnen und Schiiler vermochten lediglich noch die Anzahl der
Wege von Mia zur Schule zu bestimmen und zu protokollieren (vgl.
Abb. 5).

Zyklus 2

Mehrere Lernangebote fiir Zyklus 2 wurden bereits im Rahmen des Projekts
Programmieren in Primarschulen (ab 2010, vgl. Einleitung) erprobt und
iiberarbeitet. Einem dieser Angebote ist eine Fragestellung aus einer
Aufgabe aus dem Lehrmittel Mathematik 6 Primarstufe tibergeordnet (vgl.
Keller et al. 2016, S. 322): Mit welchen regelmifigen Vielecken konnen
Parkettierungen, welche aus einer einzigen Grundfigur bestehen, erzeugt
werden? In diesem Lernangebot ldsst sich leicht die Berechnung der
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Winkelsumme von (regelméBigen) Vielecken verstdndnisorientiert
herleiten.

Verschiedene Programmierumgebungen stehen fiir das Programmieren mit
LOGO zur Verfiigung. Seit 2017 arbeitet die PHGR mit XLOGOONLINE
des Ausbildungs- und Beratungszentrums fiir Informatikunterricht der ETH
Ziirich, welche auch als Offline Version erhiltlich ist (vgl. Hromkovi¢
2018). Fir die gesamte Lernsequenz geniigen fiinf Befehle, ndmlich fd
(forward, vorwirts), ¢ (right, rechts drehen), repeat (wiederhole), cs (clear
screen, Grafikbildschirm 16schen) sowie fiir die Definition eigener Befehle
to name ... end. Weitere Befehle wie bk (backward, riickwdrts) oder It (left,
links drehen) konnen zusétzlich eingefiihrt werden.

Gleichseitiges Dreieck Quadrat regelm. Fiinfeck
fd 100 rt 120 fd 100 rt 90 fd 100 rt 72
fd 100 rt 120 fd 100 rt 90 fd 100 rt 72
fd 100 rt 120 fd 100 rt 90 fd 100 rt 72
fd 100 rt 90 fd 100 rt 72
fd 100 rt 72
repeat 3 [fd 100 rt 120] repeat 4 [fd 100 rt 90] repeat 5 [fd 100 rt 72]
to dreieck to quadrat to fuenfeck
repeat 3 [fd 100 rt 120] ~ repeat 4 [fd 100 rt 90] repeat 5 [fd 100 rt 72]
end end end
to neck :n to neck2 :n :s
repeat :n [fd 100 rt 360/:n] repeat :n [fd :s rt 360/:n]
end end

ADb. 6: Befehle fiir regelmaBige Vielecke

Die Schiilerinnen und Schiiler schreiten regelméfige Vielecke ab. Ein Kind
spielt Schildkréte und die anderen befehlen, was es tun soll. Dabei kénnen
als Unterstiitzung Vielecke auf dem Fullboden vorgezeichnet werden.
Nachfolgend erzeugen die Schiilerinnen und Schiiler gleichseitige Dreiecke,
Quadrate, regelméfige Fiinf-, Sechs- und Achtecke auf dem Display mit
LOGO-Befehlen. Das Siebeneck kann vorerst wegen der periodischen
MaBzahl fir den Innenwinkel weggelassen werden. Die Lehrperson
verabredet mit den Lernenden, dass die Schildkréte nach dem Zeichnen
eines Vielecks wieder in die gleiche Richtung schaut wie zuvor. Die
Schildkréte bewegt sich pro Seite eine bestimmte Anzahl Schritte vorwiérts
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und dreht nachfolgend um einen bestimmten Winkel (vgl. Abb. 6).
Insgesamt dreht sich die Schildkréte beim Zeichnen eines vollstandigen
Vielecks um 360°, daher entspricht der Drehwinkel pro Seite dem
Quotienten aus 360° und der Anzahl der Ecken.

Aus dem Drehwinkel der Schildkrdte ergibt sich der Innenwinkel des
regelméfigen Vielecks und die entsprechende Winkelsumme (vgl. Abb. 7).
Mithilfe der tabellenformigen Auflistung der Werte fiir Dreiecke, Vierecke,
Finf-, Sechs- und Achtecke ldsst sich der entsprechende Wert fiir
Siebenecke und der funktionale Zusammenhang zwischen Eckenzahl und
Winkelsumme erschlieBen. In Zyklus 2 geniigt eine sprachliche
Formulierung des Zusammenhangs: Fiir die Winkelsumme eines
regelméBigen Vielecks wird die um 2 verminderte Anzahl der Ecken mit
180° multipliziert. Falls im weiteren Verlauf der Lernsequenz beim
Programmieren auch Parameter eingefiihrt werden (vgl. Abb. 6), konnte
bereits an dieser Stelle fiir die Anzahl der Ecken # als Parameter verwendet
werden: Winkelsumme = (n-2)-180° Diese Herleitung einer Funktions-
vorschrift fiir Winkelsummen kann mit anderen, traditionellen Herleitungen
in Beziehung gesetzt werden. So konnen die Schiilerinnen und Schiiler den
funktionalen Zusammenhang veranschaulichen, indem sie regelmifBige
Vielecke mittels Diagonalen von einer Ecke aus in Dreiecke unterteilen.

Winkelsumme in
regelmassigen Vielecken

n-Eck Innenwinkel Summe
3eck 60° 180°
deck 90° 360°
S5eck 108° 540°
6eck 120° 720°
Jeck 900
8eck 1359 1080°

Abb. 7: Herleitung der Winkelsumme

Fiir das Parkettieren mit regelméBigen Vielecken ist es sinnvoll, den repeat-
Befehl und Unterprogramme (bzw. das Definieren eigener Befehle)
einzufithren (vgl. Abb. 6). Die Lernenden erzeugen selbstindig
Parkettierungen aus regelméfigen Vielecken. Dies wird ihnen nur mit
gleichseitigen Dreiecken, Quadraten und regelméBigen Sechsecken
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gelingen. Das Programmieren fordert hier das Versténdnis fiir die Ursachen
dieser Tatsache und ermoéglicht den Schiilerinnen und Schiilern, fundierte
Begriindungen ihrer Antworten zu formulieren (vgl. Abb. 8).
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Abb. 8: Parkettierungen aus regelméafligen Fiinf- und Sechsecken

Bei der Erzeugung umfangreicher Parkette konnen die Lernenden ihre
Féhigkeiten im modularen Aufbau von Programmen weiterentwickeln.

Zyklus 3

In Zyklus 3 wird mit Python (und der Programmierumgebung TigerJython)
mit einer neuen Programmiersprache gearbeitet. Es werden vorerst bekannte
Aufgaben aus Zyklus 2 aufgegriffen und in Python programmiert. Der
Vergleich der beiden Programmiersprachen am Mandala-Beispiel (vgl.
Abb. 9) zeigt, dass in Python die Befehle fiir die Steuerung der Schildkrote
geladen werden miissen. Es folgen die Definitionen der eigenen Befehle
und schlieBlich das Hauptprogramm, wobei MakeTurtle () das Grafikfenster
offnet. Bei der Programmiersprache LOGO werden die eigenen Befehle im
Editor definiert und konnen nachfolgend direkt in der Befehlszeile von
XLOGOONLINE oder in weiteren Befehlsdefinitionen aufgerufen werden.

to fuenfeck from gturtle import*
repeat 5 [fd 100 rt 72] def fuenfeck ():
end repeat

to mandala5 :n =
repeat :n [fuenfeck rt def mandala5 (n):
360/n] repeat n:

end -

Abb. 9: Vergleich von LOGO und Python



Programmieren im Mathematikunterricht Seite 97

Die Erprobung eines Lernangebots fiir Zyklus 3 ist zur Zeit der Verfassung
des vorliegenden Beitrags im Gange. Fokussiert wird hierbei eine Aufgabe
aus dem Lehrmittel Mathematik 2 Sekundarstufe (vgl. Keller et al. 2012,
S.43). Die Lernenden programmieren eine Analoguhr mit Ziffernblatt,
Stunden- und Minutenzeiger. Die Zeiger sollen sich mit korrekter
Geschwindigkeit bewegen. Mit der Programmierung einer Analoguhr
konnen Erkenntnisse aus Zyklus 2 wiederaufgenommen und weitergefiihrt
werden (z. B. das Bestimmen und Programmieren von Winkeln). Zudem
koénnen Kenntnisse zu Programmierstrukturen und -konzepten anhand einer
professionellen Programmiersprache ergénzt und vertieft werden.

Erste Erkenntnisse aus den Erprobungen

Das Projekt Mathematik und Informatik fokussiert die Erprobung von
Lernangeboten, welche im Spiralcurriculum beider Fachbereiche sinnvoll
eingebettet sind. Da der Lehrplan 21 erst mit dem Schuljahr 2018/19
eingefiihrt wurde, konnten die Lernangebote in allen Zyklen nur mit
Schiilerinnen und Schiilern erprobt werden, welche zuvor noch keinen
Programmierunterricht hatten. Aus der Analyse der Schiilerdokumente, aus
Unterrichtsbeobachtungen und aus Riickmeldungen der Lehrpersonen
konnten trotzdem erste Erkenntnisse gezogen werden, welche in die
Uberarbeitung der Lernangebote einflieBen werden:

e Fiir einen nachhaltigen Wissensaufbau sind hiufige Wechsel zwi-
schen unterschiedlichen Reprisentationen forderlich (vgl. Prediger
et al. 2013, S. 14). Bei den erprobten Lernangeboten vollziehen die
Lernenden Représentationswechsel zwischen realen oder vorgestell-
ten Bildern, in Worten beschriebenen Bildern oder Wegen, selbst
gezeichneten Grafiken, abgeschrittenen Wegen und Figuren, ge-
schriebenen Symbolen oder Befehlskarten, Programmiersprachen
sowie Bildern auf dem Bildschirm.

e Das Entwickeln von Algorithmen und Programmieren kann die
Abstraktions-, Verallgemeinerungs- und Problemldsefdhigkeiten
der Lernenden fordern (vgl. Matter 2011, S. 13 ff.).

®  Es gelingt den Kindern zunehmend besser, rdumliche Beziechungen
zu erkennen und Perspektivenwechsel vorzunehmen.
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e Die Lernenden konnen verstehensorientiert argumentieren dank
dem Formulieren und Programmieren von Algorithmen zu vorgege-
benen Problemen.

*  Fortschritte im Programmieren zeigen sich auch in der Geschwin-
digkeit des Programmierens.

* Das Programmieren begiinstigt die Selbstkontrolle. Die Lernenden
konnen ohne die Unterstiitzung der Lehrperson Fehler erkennen und
korrigieren.

* Die Motivation der Schiilerinnen und Schiiler ist durchwegs hoch.

Ausblick

Erprobungen mit Schiilerinnen und Schiilern der Zyklen 2 und 3, welche
bereits liber Erfahrungen im Programmieren verfiigen, werden vermutlich
zu weiteren Erkenntnissen fithren. Weitere Lernangebote sollen entwickelt
und erprobt werden. Diese beziehen sich neben dem Kompetenzbereich
Raum und Form auch auf die beiden anderen Bereiche des Lehrplans 21
(Zahl und Variable; Groflen, Funktionen, Daten und Zufall). Dabei werden
auch bestehende und neue Lerngelegenheiten zum Physical Computing
einbezogen.

Die Lernangebote orientieren sich an den Kompetenzformulierungen des
Lehrplans 21 und damit gleichzeitig an fundamentalen Ideen. So kann
beispielweise das Lernangebot aus Zyklus 1 (Eckenhausen) in den weiteren
Zyklen mit Aufgaben zur Idee Koordinaten weitergefiihrt werden. In Bezug
auf das Programmieren ist der Ubergang von Zyklus 2 zu 3 auf gutem Weg.
Mit Python steht zugleich eine Programmiersprache zur Verfiigung, welche
sich auch fiir die Sekundarstufe II eignet (numerische Integration, regula
falsi, Fraktale, dynamische Systeme usw.). Fiir den Ubergang von Zyklus 1
zu 2 werden zurzeit an der ETH Ziirich in XLOGOONLINE die Bee-Bot-
Befehle (und der repeat-Befehl) als Blocks integriert. So konnen die
Lernenden zu Beginn des zweiten Zyklus (3./4. Schuljahr) den Ubergang zu
einer textbasierten Programmiersprache leichter bewéltigen.

Mathematik und Informatik sind nicht nur als Strukturwissenschaften eng
miteinander verwandt, sondern beinhalten auch zahlreiche gemeinsame
Teilgebiete wie die diskrete Mathematik oder die Kryptographie. Daher
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kann der interdisziplindre Unterricht dieser beiden Fachbereiche weit {iber
das Programmieren hinaus weiterentwickelt werden. Fiir die Umsetzung des
Lehrplans 21 muss der interdisziplindre Unterricht zudem weitere Facher
(Sprache, Sport, technisches Gestalten u. a.) einbeziehen.
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Wie viel Digitalitiit in der Fachausbildung?

Reinhard Oldenburg

Anlisslich der Moglichkeit, eine fachwissenschaftliche Analysis-I-Vorlesung halten
zu konnen, wurde reflektiert, welche Rolle Werkzeuge und Denkweisen der
Informatik in einer solchen Veranstaltung spielen kénnen. Es werden Moglichkeiten,
aber auch Grenzen deutlich und Optionen fiir die Zukunft diskutiert.

Einleitung

Es wird haufig Reformbedarf in der Fachmathematikausbildung konstatiert,
beispielsweise hat Meyerhofer in den Mitteilungen der DMV (2018) eine
,kollektive professionelle Verweigerungshaltung® gegeniiber Anderungen
an Anfiangerveranstaltungen festgehalten. Die Kritik an der bisherigen
Lehre speist sich zum einen aus den hohen Durchfallquoten, zum anderen -
speziell fiir die Lehrerbildung - aus der Diskontinuitit am Ubergang von der
Schule zur Hochschule.

In diesem Beitrag wird von einer Analysis-I-Vorlesung berichtet, die vom
Autor, also von einem Didaktiker gehalten wurde und in deren didaktischer
Konzeption die obigen Desiderate bedacht wurden. In diesem Beitrag liegt
der Fokus auf der Bedeutung der Computer fiir die so gestaltete Lehre.

Rahmenbedingung und Konzeption

Die Analysis-I-Vorlesung besteht aus 4 SWS Vorlesung, 2 SWS
Globaliibung mit eher einfachen Aufgaben zu Technik, Beweismethodik
und anderen grundlegenden Kompetenzen (Einiges wurde dabei aus dem
Buch Ableitinger & Herrmann (2013) iibernommen) sowie 2 SWS Ubung
zu den Hausaufgaben. Die Gestaltungsfreiheit des Dozenten ist durch eine
traditionelle Modulbeschreibung und die notige Kompatibilitit mit dem
Rest des Studiums (insbesondere Analysis-II, die von einer anderen
Professorin gelesen werden wiirde) eingeschrénkt.

In der Vorbereitung wurde die Literatur zum Thema gesichtet. Man findet
einiges zu methodischen Fragen (etwa Wiki, Kollaboration, Online-Tests),
Global-Effekt-Untersuchungen (aber meist ohne Details zur Lehre) sowie
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Anleitungsbiicher zur Umsetzung bestimmter Berechnungen in bestimmten
Computeralgebrasystemen, z.B. "Analysis mit Maple". Weniger findet man
eine stoffdidaktische Durcharbeitung der Analysis oder eine Analyse, wie
Technologie die Argumentations- und Beweisprozesse dndert. Deswegen
wurde die Planung weitgehend auf eigene Uberlegungen basiert, die hier
nicht ausfiihrlich dargestellt werden koénnen. Immerhin seien aber die
folgenden ,,Big Ideas® erwidhnt, die realisiert werden sollten:

*  Genetisches Vorgehen: Entstehungsprozesse der Mathematik soll-
ten erlebt werden kdnnen, d.h. Mathematik sollte nicht als Fertig-
produkt vermittelt werden, sondern es sollte bedacht werden, wie
Themen in den Fragehorizont der Studierenden gebracht werden
konnen.

* Forschendes Lernen: Es sollte von Anfang an authentisch darge-
stellt werden, wie Arbeitsprozesse der Mathematik laufen. Dazu
wurde etwa auf dem ersten Arbeitsblatt zur Aussagenlogik die
Aufgabe gestellt, zu erforschen, wie sich die Logik dndert, wenn
man den dritten Wahrheitswert ,,unbestimmt hinzunimmt, und zu
bewerten, ob dies nitzlich ist.

¢  Vernetzendes Lernen: Es wurde einerseits horizontal, im Wesentli-
chen mit Physik und Informatik vernetzt, andererseits vertikal, in-
dem Beweismethoden wieder aufgegriffen wurden.

* Formalisierung prozesshaft: Gemél der Idee (Oldenburg 2015),
dass der Weg von intuitiven Ideen zu formalen Konzepten als eine
Modellbildung zu verstehen ist, wurde besonderer Wert darauf ge-
legt, Formalisierungen anzubahnen und Alternativen zu durchden-
ken.

Erginzend waren folgende ,,Small Ideas* wichtig:

*  Ankniipfung an die Schulmathematik

* FEinteilung der Aufgaben in Fingeriibungen, (Globaliibung), ge-
schlossenen und offene Aufgaben

*  Methodik: Live-Fragen, Erwartungsbildungspausen (etwa am An-
fang eines Beweises wird etwas gezeigt, dann gefragt ,,Wie konnte
es weitergehen? und eine Minute Pause eingelegt).
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Informatische Aspekte

Fir die Planung der Rolle der digitalen Medien und allgemeiner der
Nutzung informatischer Denk- und Arbeitsweisen muss zunédchst eine
Bestandsaufnahme erfolgen. Die Studierenden sollten im Prinzip einige
Erfahrungen aus der schulischen Informatik mitbringen, denn in Bayern ist
Informatik am NW-Gymnasium Pflichtfach, so dass die Mehrheit der
Studierenden etwas programmieren kdnnen sollte. Die Realitét ist allerdings
anders. Auch mathematische Software wie Geogebra ist eher unbekannt.
Die Ausgangslage ist also erniichternd.

Ebenfalls zu bedenken waren die Ergebnisse von Oldenburg & Weygandt
(2013). Bei dieser in Frankfurt durchgefiihrten Studie sind wir der Frage
nachgegangen, ob Studierende CAS (vor allem den limit-Befehl) nutzen
kénnen, um verschiedene Ableitungsbegriffe zu vergleichen. Die
Erkenntnis war, dass das meist daran scheitert, dass die Studierenden nicht
sicher sind, ob sie ein ggf. negatives Resultat der Unféhigkeit des CAS oder
prinzipiellen Problemen zuschreiben sollten. Dieses Attributionsproblem
lasst sich nur vermeiden, wenn man sich auf algorithmisch entscheidbare
Bereiche einschriankt, oder auf die Vorbildrolle des CAS verzichtet. Die
Aussicht auf Zielerreichung ist also auch erniichternd.

Fir die weitere Planung hat es sich als gewinnbringend erwiesen, die
Integrative Medienpéddagogik von Horst Hischer (2003) zu Grunde zu legen.
Hischer definiert drei Séulen:

1. Computer als Unterrichtsmittel [Mediendidaktik]. Dies bedeutet
etwa, dass ein Funktionsplotter genutzt wird, um zu erkunden, wie
die Gestalt der Graphen von x" von n€Z abhingt.

2. Computer als Unterrichtsinhalt [Medienkunde]. Wie stellen Com-
puter Funktionsgraphen dar und welche Konsequenzen hat das fiir
Eigenschaften, die evtl. nicht erkennbar sind?

3. Anleitung zum bewussten und kritischen Gebrauch [Medienerzie-
hung].

In der Analysis-I kann man diese Bereiche fiillen (eine detaillierte
Darstellung folgt):
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1. Visualisieren, Beispiele durchrechnen lassen

2. Algorithmen wie Newton-Verfahren — eher randstindig

3. Uberabzihlbarkeit und Unberechenbarkeit.
Es hat sich weiter gezeigt, dass es eine sinnvolle Erweiterung um eine vierte
Saule gibt:

4. Automatisierung von Rechnungen als mathematische Arbeitsweise

(Metaperspektive) [Computational Thinking in der Mathematik]

Diese vier Sdulen werden im Folgenden genauer untersucht.

Mediendidaktik

Visualisierungen mit Geogebra wurden vom Dozenten héufig eingesetzt,
die Dateien wurden zur Verfiigung gestellt und die Studierenden wurden
ermutigt, sich damit zu beschiftigen. Allerdings wurde dies nirgends
verbindlich eingefordert. Beispiele:

*  Aussagenlogische Gesetze (z.B. Aquivalenz von —((x>0)—(y>0))
und (x>0) A(y<0) ).

e Die Addition, Multiplikation, Potenzierung und Wurzeln in den
komplexen Zahlen.

*  Folgenkonvergenz und Stetigkeit: e-Streifen.

*  Funktionsmikroskop, insbesondere bei x"-sin(1/x)
Ebenfalls in den Bereich der Mediendidaktik gehort das Zeigen von
automatisierten Verfahren, die mit Maxima realisiert wurden:

e Berechnung von (Taylor-)Reihen, Sinus, 7, ....

*  Bernsteinpolynome: Gleichméfige Approximation.
Medienkunde

Dies existierte weitgehend nicht in meiner Analysis I, weil die Ziele der
Veranstaltung andere sind. Wéhrend man in Bereichen wie etwa der
Stochastik  (Hypothesentests oder Grundlagen von Rechtschreib-
korrektur, ...), der linearen Algebra (Empfehlungen, Clusteranalyse, ...), der
Numerik (GPS,...) und erst Recht in der diskreten Mathematik (kiirzeste
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Wege, maximale Fliisse, ...) viele Anwendungen hat, in denen die
Mathematik erhellt, wie Computer und ihre Anwendungen funktionieren, ist
das in der Analysis nicht so. Es gibt dafiir die triviale Erklarung, endliche
oder abzdhlbare Strukturen seien gut fiir Informatik. Das ist richtig und
falsch zugleich. Es kommt nicht auf die Endlichkeit der Strukturen, sondern
auf die der Algorithmen an — und da hat die Analysis in der Tat wenig zu
bieten.

Medienerziehung

Hierzu kann die Analysis beitragen durch eine kritische Reflexion ihrer
Objekte. Bei der Diskussion von Bijektionen von Mengen werden Themen
wie die Abzdhlbarkeit der natiirlichen und rationalen Zahlen, der Terme und
Programmtexte im Gegensatz zur Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen
behandelt und damit wird deutlich, dass es sprachlich unreferenzierbare und
damit auch unberechenbare reelle Zahlen gibt. Weitergehend fiihrt das zur
Existenz nicht entscheidbarer Aussagen (Termvereinfachung; Berechnung
von Grenzwerten) aber auch zur Kldrung bestimmter entscheidbarer
Teilbereiche (z.B. Polynomfaktorisierung).

Einen etwas anderen Beitrag in diesem Kontext liefert die Wiirdigung der
Bedeutung der Approximation durch Polynome fiir das praktische Rechnen,
da letztlich nur Polynome iiber den rationalen Zahlen von einem digitalen
Rechner angemessen berechnet werden konnen.

Computational Thinking in der Mathematik

Computational Thinking ist ein Ausdruck der von Jeanette Wing (2008)
eingefiihrt wurde und in der Informatikdidaktik weitgehend konsensfahig
ist. Die wesentlichen Komponenten hat sie in einem Diagramm dargestellt,
das sich auch bei Wikipedia (Abb. 1, https://en.wikipedia.org/
wiki/Computational thinkingComputational Thinking) findet.

Fir die Mathematik und insbesondere die Analysis kann Computational
Thinking bedeuten, dass man Erkenntnis durch die Reflexion iiber
algorithmische Prozesse gewinnt. Wenn man mit der Reifikationstheorie
konform geht und Objekte als Verdinglichung von Prozessen sieht (Sfard
1994), dehnt sich dieser Einfluss auf die Objekte selbst aus.
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' ~ "how does a mudslide work?"
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visualize the consequence of thinking build simple model of gravity

Abb. 1: Computational Thinking (Quelle: https://en.wikipedia.org/wiki/Computational thin-
king#/media/File:The Computational Thinking Process.jpg).

Sétze und Algorithmen sind in einer solchen Sicht eng verwandt. Die einen
haben Voraussetzungen, die anderen Eingabespezifikationen; Sitze liefern
Schliisse, Algorithmen Ausgaben. Beide benétigen Beweise ihrer
Korrektheit. In der Tat lassen sich viele Algorithmen direkt als Beweise
lesen.

Ein erstes Beispiel: Durch Umordnung der alternierenden harmonischen
Reihe kann jeder vorgegebene Wert als Grenzwert erhalten werden.

a=1.4 # Das Ziel
eps=0.01 # Max Fehler

der ungerade Index des nachsten Summanden

n=1 #
m=2 # Der gerade index des nachsten Summanden
S=0.0 # Die Partialsumme

rechnung=""
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while True:
if S<a:
S=S+1.0/n
rechnung+="+1/"+str(n)
n=n+2
else:
rechnung+="-1/"+str(m)
$=S-1.0/m
m=m+2
if abs(a-S)<eps: break
print rechnung
print S
print S-a
Die Analyse dieses Algorithmus zeigt Folgendes: Man addiert immer
positive oder negative Summanden, je nachdem, ob man den Wert
vergroBBern oder verkleinern muss. Damit kann man den Abstand
iiberbriicken, denn die positive und die negative Teilreihe divergieren
jeweils, so dass beliebig grofle Partialsummen gebildet werden konnen.
Gleichzeitig werden die Summanden immer kleiner, so dass man die
Ungenauigkeit unter jede Grenze driicken kann. Noch zu diskutieren wird
folgender Umstand sein: Um den Satz zu beweisen, setzte man die maximal
tolerierte Abweichung eps auf 0. Damit terminiert der ,,Algorithmus® nicht

mehr (im strengen Sinne ist es damit kein Algorithmus).

Als zweites Beispiel betrachten wir den Zwischenwertsatz: f:[a,b]® R
sei stetig und f(a)-f(b)<0,dann Ix,€(a,b):f(x,)=0.

Ein algorithmischer Beweis geht so: Man setzt m:=(a+b)/2 . Falls
f(m)=0: Ende. Sonst: Falls f(a)f(m)<0, dann b:=m, sonst a:=m .
Dann iteriert man. Das Intervallschachtelungsprinzip liefert die Korrektheit.

Nota bene: Hier liegt (wie schon oben) kein Algorithmus im engeren Sinne
der Informatik vor, weil die Bedingung der Terminierung verletzt ist!

Das dritte Beispiel ist der Satz vom Maximum: Ein stetiges f:[a,b]® R
nimmt sein Maximum an. Der Beweis erfolgt wieder iiber wiederholte
Intervallhalbierung: Man setzt m:=(a+b)/2 und wihlt [a,m] oder
[m,b] , je nachdem, in welchem Teilintervall das Supremum groRer ist.
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Auch das ist kein Algorithmus im Sinne der Informatik, weil dieses
Vorgehen nicht terminiert und, noch schlimmer, Teile hat
(Supremumsbestimmung), die nicht effektiv durchfiihrbar sind. Trotzdem
kann man eindeutig von algorithmischem Denken sprechen.

Weitere Beispiele, die algorithmisch zu beweisen sind: Monotoniesatz und
der Satz iiber die gleichmiBige Approximation stetiger Funktionen auf
kompakten Intervallen durch Treppenfunktionen.

Damit ist gezeigt, dass es eine mathematikspezifische Form von Computa-
tional Thinking gibt, die einen verallgemeinerten Algorithmusbegriff
verwendet.

Erkenntnisse

Die Veranstaltung wurde im 14-Tage Rhythmus evaluiert. Insgesamt gab es
dabei sehr positive Reaktionen und insbesondere fand der Medieneinsatz
volle Zustimmung (100%). Es gab vereinzelte vertiefte Nachfragen von
Studierenden, die etwas nachprogrammieren wollten. Ergebnisse in der
Klausur waren leicht besser als in den vergangenen Jahren, der Anteil der
Digitalisierung lésst sicher aber nicht bestimmen.

Ausblick: Optionen fiir Schule und Universitit

Es konnte sich lohnen, operative Definitionen genauer zu untersuchen.
Beispielsweise hat Weber (2016) vorgeschlagen, die Grundvorstellung vom
Logarithmus als Zahl, wie oft man sukzessive durch die Basis teilen kann,
bevor der Quotient kleiner als die Basis wird, zu entwickeln. Dies fiihrt
unmittelbar zur Einsicht: log,(a,-a,)=log,(q,)+log,(a,) und damit kann
der Logarithmus berechnet werden:

a=137.0 # Muss >1 sein
b=10.0

.0 # Ergebnisakkumulator
.0

B3 =X

R oW

while i<20:
i=i+l
if x>=b:
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1=1+m; x=x/b
else:
X=xX*X; m=m/2
print 1
In diesem Sinne sind noch viele weitere Dinge denkbar, die sich
beispielsweise mit Scratch umsetzen lassen.

Zuriick zur universitiren Analysis: Bisher wurden wenig digitale
Werkzeuge eingesetzt, aber es gab viel Computational Thinking. Als
Option fiir die Zukunft kdnnte man versuchen, das Erstere auszubauen. Es
wire denkbar, die Studierenden verbindlich in den Ubungen mit Geogebra
oder Maxima arbeiten zu lassen. Eine weitere, ganz andere Idee wére
umsetzbar, wenn es gelange, das CAS Mathematica (ggfs. online) den
Studierenden zur Verfiigung zu stellen. Das Folgende zeigt, wie man dann
die quantorenlogische Formulierung von Konzepten der Analysis umsetzen
konnte. In Mathematica wird ausgedriickt, dass eine Funktion an einer
Stelle differenzierbar ist und die Ergebnisse zeigen die Méchtigkeit der
Verarbeitung:

diffbar([f_, x@ ] := Exists[m, ForAll[e, e > @ = Exists[5,
5> 0AForALl[x, x # xOAAbS[x - x0] < 5= AbsS[F[x] - (F[%0] +me (x-x0)) ] <ewAbs[x - x3]]]

Resolve [diffbar [Function[{x}, 1/x*2], a], Reals]

14 a< B a>@

Resolve [diffbar [Function[{~x}, Sqrt[x-5]], a], Reals]

a=5
Resolve[diffbar [Function[{x}, Abs[x-5]], a], Reals]

a<5||a=5

Abb. 2: Quantoren in Mathematica

Im nichsten Durchgang der Analysis I wird es das Ziel sein, die
Studierenden aktiver an den gezeigten Konzepten zu beteiligen.
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Einsatz von CAS und DGS im Mathematikunterricht
—eine Befragung von Lehrkriiften

Anje Ostermann, Hendrik Hiirtig, Lorenz Kampschulte, Mathias
Ropohl, Julia Schwanewedel, Anke Lindmeier

Lehrkriéfte sollen Medien im Unterricht nutzen (BMBF, 2016; KMK, 2016). Dabei
sind Medien mit Blick auf die Ausstattung und oberfldchliche Nutzungs-
charakteristika Gegenstand unterschiedlicher Untersuchungen, wobei Unter-
suchungen mit fachspezifischem Fokus rar sind. Wie die Nutzung von Medien im
Fachunterricht konkret aussieht, ist damit nicht geklart. In diesem Beitrag werden
die Konzeption und erste Ergebnisse einer Befragung von Lehrkriften vorgestellt,
die eben diese Liicke in der Beschreibung von Medieneinsatz im Fachunterricht fiir
den math.-nat. Fachunterricht adressieren soll.

Motivation und Hintergrund

Aktuell wird der Einsatz von Medien im Unterricht auf allen Ebenen
gefordert (BMBF, 2016; KMK, 2016; KMK, 2003; auf Landesebene vgl.
bspw. MSB, 2014). Der Mediencinsatz ist Gegenstand verschiedener
Untersuchungen, wobei oft die Ausstattung mit unterschiedlichen Medien
oder oberflichliche Nutzungscharakteristika untersucht werden (vgl.
BITKOM, 2014; Initiative D21, 2016; differenzierter fiir den MINT-
Bereich: Lorenz et al., 2017; mit Fokus auf Qualitit des Medieneinsatzes:
Murbock, Sailer & Fischer, 2017). Eine Beschreibung des Medieneinsatzes
im Fachunterricht scheint aus einer iiberfachlichen Perspektive jedoch nicht
ausreichend zu sein, vielmehr ist der fachspezifische Blick auf das Medium
und seine Funktion, die es im Lernprozess erfiillt, notwendig fiir eine
differenzierte Beschreibung des fachspezifischen Medieneinsatzes und
seiner Bedingungen (Hartig et al., 2018).

Aus der Forschung zur Akzeptanz und Nutzung neuer Technologien kdnnen
zur Beschreibung von Technologie- bzw. Medieneinsatz unterschiedliche
Modelle herangezogen werden wie beispielsweise die theory of planned
behavior (vgl. Ajzen, 1985; Ajzen & Madden, 1986), allgemeinere Wert-
Erwartungstheorien (vgl. Eccles, 1983) oder das technology-acceptance-
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model (vgl. Davis, 1989; Venkatesh & Davis, 2000). Eine qualitative
Beschreibung verschiedener Akzeptanzstufen (technischer) Innovationen
ermoglichen die stages of concern (Hall & Hord, 2006). Fiir den
schulischen Kontext werden zudem Will/Skill/Tool-Modelle (Christensen &
Knezek, 2008) angewendet, um zu erkliren wie Merkmale der Lehrkrifte
den Medieneinsatz bedingen. In ihrer Arbeit zeigt Prasse (2012) auf, dass
all diese Modelle Merkmale auf der individuellen Ebene (Einstellungen,
Selbstwirksamkeitserwartung) und auf der organisationalen/schulischen
Ebene (Ausstattung mit Technologien, Regelungen zur Nutzung) als
Einflussfaktoren auf Technologie-bzw. Mediennutzung identifizieren. Fiir
den Mathematikunterricht stellt sich die Frage danach, inwiefern auch hier
diese Mechanismen zu beobachten sind. In diesem Beitrag werden die
ersten deskriptiven Ergebnisse einer Befragung von Lehrkraften vorgestellt.
Die Zusammenhinge zwischen Rahmenbedingungen und Mediennutzung
werden nicht diskutiert.

Forschungsfragen

Vorbereitend zu der Frage nach der Identifizierung von Einflussfaktoren auf
den Medieneinsatz stellen sich die Fragen nach der Gestaltung der
Rahmenbedingungen zur Nutzung wund der Nutzungshiufigkeit
fachspezifischer Medien, in diesem Fall Computer-Algebra-Systeme (CAS)
und Dynamische Geometrie-Software (DGS). Dieser Beitrag bezieht sich
deswegen auf folgende vorbereitende Fragestellungen:

1) Werden CAS und DGS im Mathematikunterricht genutzt?
2) Wie haufig nutzen die Lehrkréfte CAS und DGS im Unterricht?

3) Wie sind die Rahmenbedingungen zur Nutzung von CAS und DGS auf
Seiten der Lehrkraft und auf Seiten der Schule?

Anlage der Befragung

Stichprobe

Die vorldufige Stichprobe besteht aus 160 Mathematiklehrkréiften aus ganz
Deutschland, von denen 45 % weiblich sind. Die Befragung erfolgte online
und postalisch, wobei zum einen Schulen direkt angefragt wurden, die



Einsatz von CAS und DGS im Mathematikunterricht Seite 113

Fragebogen an die entsprechenden Lehrkrifte weiterzuleiten und zum
anderen Lehrkréfte auf einschlidgigen Lehrkréftetagungen (z. B. dem MNU-
Bundeskongress) direkt angesprochen und auf die Befragung aufmerksam
gemacht wurden.

Fragebogen

Der Fragebogen besteht aus zwei Teilen. In dem ersten Teil werden
Hintergrundvariablen zur Person wie Unterrichtserfahrung, Geschlecht und
Erwerb medienbezogenen Wissens erfragt. Daneben wurden die
Selbstwirksamkeitserwartung (Ostermann et al., in Vorbereitung, adaptiert
nach Meinhardt, Rabe & Krey, 2016) und die Einstellungen gegeniiber dem
Medieneinsatz allgemein (BITKOM, 2014) und gegeniiber digitalen Medien
im Unterricht (Lindau, Kiibler & Spada, 2013) erhoben. Der zweite Teil
erfasst die fachspezifischen Nutzungscharakteristika. Es wird gefragt,
welche Medien im Mathematikunterricht genutzt werden. Um die
Vergleichbarkeit zu verbessern, wurde der Frage eine Beschreibung der
Situation, in der die Lehrkrifte die genutzten Medien -einsetzen,
vorangestellt. Dabei wurden Inhalt und Klassenstufe vorgegeben und die
Lehrkrifte gebeten, die ungefahre Nutzungsdauer fiir eine solche Situation
fiir verschiedene Medien anzugeben (vgl. Abb.1). Eine Ergdnzung der
Medien durch die Lehrkriafte war moglich.

Von den ca. 180 Minuten einer durchschnittlichen Unterrichtseinheit
nutzen die Schiilerinnen und Schiiler ...

... ein Computer-Algebra-System ca. Minuten.
... eine Dynamische Geometrie-Software ca. Minuten.
ca. Minuten.

Abb. 1 :Auszug zur Erfassung der Nutzung verschiedener Medien im Mathematikunterricht.

In welcher Funktion Medien im Unterricht eingesetzt werden, wird am
Beispiel von Computer-Algebra-Systemen und Dynamischer Geometrie-
Software erhoben. Die Operationalisierung der Funktionen erfolgt dhnlich
dem Vorgehen von Sailer, Murbock und Fischer (2017) iiber die
Lernaktivitdten beim Medieneinsatz, wurden in diesem Fall jedoch iiber die
in der fachdidaktischen Literatur beschriebenen potenziellen Medien-
funktionen ausdifferenziert (vgl. Abb.2). Um auch hier eine bessere
Vergleichbarkeit zu gewdhrleisten, wurden das Thema vorgegeben und die
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Lehrkrifte aufgefordert, an eine bestimmte Klasse zu denken und fiir diese
die auf den Unterricht bezogenen relativen Haufigkeiten anzugeben.

Wie oft fithren Thre Schiilerinnen und Schii- E
ler folgende Lernaktivitéten typischerweise 5 o 5 =
3 2 . v s} ] )
bei der Nutzung von CAS im Mathematik- = § 3 'g 5
unterricht zum Thema Losen quadratischer S 2 & _q:) L= _qg; 22
g = Hoof Hao °
Gleichungen durch? 55 T £ £ g = 5
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=] SR O = L=
= = E g & 2
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und Regeln.

Abb.2: Auszug aus der Erhebung der Nutzungsweise am Beispiel CAS.

Ebenfalls medienspezifisch wurden die stages of concern fiir jeweils CAS
und DGS erhoben. Die Skala wurde fiir die Medien CAS und DGS nach
Koller et al. (2009, adaptiert fiir die Bildungsstandards nach Hall & Hord,
2006) adaptiert. Aullerdem wurde die Verfiigbarkeit von CAS und DGS
erhoben (vgl. Abb. 3).

Erste Ergebnisse
1) Werden CAS und DGS im Mathematikunterricht genutzt?

Um herauszufinden, ob CAS und DGS im Mathematikunterricht genutzt
werden, wurden die Lehrkrifte gebeten, die Nutzungsdauer verschiedener
Medien fiir eine typische Unterrichtsstunde anzugeben (vgl. Abb. 1). Fiir die
Auswertung wurden die Nennungen der Nutzungsangaben von CAS und
DGS gezidhlt, ohne die angegebene Nutzungsdauer zu beriicksichtigen. Eine
DGS wird von mehr als der Hilfte der Lehrkréfte genannt (55 %), wéhrend
ein CAS von nur jeder zehnten Lehrkraft genannt wird (14%). Zum
Vergleich: das Schulbuch ist das am héufigsten genannte Medium und wird
von drei von vier Lehrkriften genannt (76 %).
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2) Wie hdufig nutzen Lehrkrifte CAS und DGS?

Die Nutzungshiufigkeit wurde mit Hilfe der Frage in Abbildung 2 jeweils
fir CAS und DGS erhoben. Dabei wurden in der Analyse der
Nutzungshéufigkeit nur Lehrkréfte beriicksichtigt, die angeben, iiber das
jeweilige Medium zu verfiigen (s.u., CAS: 64 %, DGS: 94%). Fiir die
folgenden Analysen wurden in einem ersten Schritt die Kategorien ,,in
mindestens der Hélfte der Unterrichtsstunden‘ und ,,in jeder oder fast jeder
der Unterrichtsstunden* zusammengefasst, da es nur wenige Angaben auf
der hochsten Stufe gab. Des Weiteren wurde fiir die Bildung einer
akkumulierten Nutzungshdufigkeitsvariable der maximale Nutzungswert
iber alle Lernaktivititen genutzt, ohne diec Bandbreite der
Einsatzmdglichkeiten von CAS und DGS zu beriicksichtigen.

Damit ergibt sich ein Mafl mit drei Stufen, wobei die hochste Stufe
bedeutet, dass die Schiilerinnen und Schiiler das CAS bzw. DGS in
mindestens jeder zweiten Unterrichtsstunde nutzen. Es wird daher davon
ausgegangen, dass ihnen die Gerite jederzeit zur Verfligung stehen, diese
durchgéngig genutzt werden und ihnen géngige Arbeitsweisen bekannt sind.
Entsprechend der Erwartungen zeigt sich, dass die Nutzungshéaufigkeit fiir
das DGS insgesamt hoher ausfillt als fiir das CAS (vgl. Abb. 6).

60%
40%
“ Hm m =
-20% A\\\,\,\\‘\v 8 \§19°V” Q\,‘\,\F\‘
;\‘\\c’\ ‘\—?C'T ;\‘é"%
<= I &S
G P &\,@&6
™ Nutzung CAS (N = 83) H Nutzung DGS (N = 141)

Anteil der Lehrkrafte, die tber Zuganyg

ADbb. 6: Nutzungshiufigkeit von CAS und DGS.

Jede zweite Lehrkraft, die die Systeme nach eigener Angabe zur Verfiigung
hat, nutzt demnach das CAS kaum, wihrend das DGS von etwa jeder
zweiten Lehrkraft zumindest sporadisch genutzt wird. Insgesamt zeigt sich,
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dass die Nutzung von DGS deutlich ausgeprégter ist als die Nutzung von
CAS.

3) Wie sind die Rahmenbedingungen auf Seiten der Lehrkraft und auf Sei-
ten der Schule zur Nutzung von CAS und DGS?

Die Rahmenbedingungen der Mediennutzung wurden auf zwei Ebenen
untersucht. Neben der individuellen Ebene (Lehrkraft) wird die
organisationale/schulische Ebene beriicksichtigt. Auf Seiten der Schule
wurde die Verfligbarkeit der sowie die schulinternen Regelungen zu den
Mathematikwerkzeugen untersucht. Auf Seiten der Lehrkrifte wurde die
Selbstwirksamkeitserwartung in Bezug auf das Unterrichten mit Medien
erhoben.

Zugang zu CAS und DGS. Die Verfiigbarkeit wurde mit einem Item erfragt,
wobei die Antwortmdglichkeiten eine Abstufung nach unterrichts-
organisatorischem Aufwand darstellen (vgl. Abb. 3).

CAS sind an meiner Schule...

0O fiir alle Lernenden ab einer bestimmten Jahrgangsstufe immer verfiigbar.
o fiir alle Lernenden bei Bedarf als mobiler Klassensatz verfiligbar.

o fiir alle Lernenden bei Bedarf im Computerraum verfiigbar.

0 in Form einzelner Gerite bei Bedarf verfiigbar.

0 nicht verfiligbar.

Abb. 3: Erhebung der Verfligbarkeit von CAS.

Es zeigt sich, dass jede dritte Lehrkraft angibt, {iber keinen Zugang zu CAS
zu verfiigen, wihrend nur jede 20. Lehrkraft angibt, keinen Zugang zu
einem DGS zu haben. Geben die Lehrkréfte an, einen Zugang zu CAS bzw.
DGS zu haben, ist jedoch der wahrgenommene Zugang nur fiir jede vierte
Lehrkraft mit geringem unterrichts-organisatorischen Aufwand moglich und
fiir alle Lernenden verfiigbar (,fiir alle Lernenden ab einer bestimmten
Jahrgangsstufe immer verfiigbar oder ,fiir alle Lernenden als mobiler
Klassensatz verfiigbar®). Fiir drei von vier Lehrkriften, die angeben iiber
einen Zugang zu CAS bzw. DGS zu verfiigen, wird ein erhdhter unterrichts-
organisatorischer Aufwand wahrgenommen (,,fiir alle Lernenden bei Bedarf
im Computerraum‘ oder ,,in Form einzelner Geréte verfiigbar*). Insgesamt
geben die Lehrkréfte zwar an, Zugang zu den Geréten zu haben, dieser ist
fiir die Lehrkréfte jedoch noch mit einem erhdhten Aufwand verbunden.
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Schulinterne Regelungen. Die schulinternen Regelungen beziiglich der
Nutzung von CAS und DGS in der Schule wurden mit Hilfe der Frage in
Abbildung 4 erhoben. Die Antworten wurden in einem ersten Schritt nach
dem Vorhandensein bzw. Nicht-Vorhandensein einer solchen Regelung
dichotomisiert. Gut die Halfte der Lehrkréfte geben an, iiber keine Regelung
an der Schule zur Nutzung von CAS zu verfiigen, fiir DGS ist dieser Anteil
nur wenig geringer.

An meiner Schule...
O gibt es keine schulinternen Regelungen zu CAS.
0 gibt es eine einheitliche Regelung zu CAS und zwar wird....
O ein eigenstidndiges CAS genutzt (z. B. Derive, Maxima).
0 ein CAS integriert im grafischen Taschenrechner genutzt.
o ein CAS integriert in ein Geometrie-System genutzt (z. B. GeoGebra).
0 kein CAS genutzt.

Abb. 4: Erhebung der schulinternen Nutzungsregelungen bzgl. CAS.

Selbstwirksamkeitserwartung in Bezug auf das Unterrichten mit Medien.
Die Selbstwirksamkeitserwartung wurde mit Hilfe einer Skala aus 6 Items
mit einer 4-stufigen Likert-Skala erhoben (vgl. Abb.5, adaptiert nach
Meinhardt, Rabe & Krey, 2016). Die Reliabilitdt ist zufriedenstellend
(Cronbachs a=.77, N=155).

. — ) = = E =
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Ich kann in meiner Unterrichtsplanung zu den Lernzielen passen-
de Einsitze digitaler Medien planen, auch wenn meine Schule mi o mi u]

nicht optimal mit digitalen Medien ausgestattet ist.

Ich kann den fachlichen Lernprozess durch den Einsatz digitaler
Medien unterstiitzen, auch wenn unvorhergesehene Verstindnis-
schwierigkeiten auftreten.

ADbb. 5: Auszug aus der Erhebung der Selbstwirksamkeitserwartung in Bezug auf das
Unterrichten mit Medien.

Insgesamt zeigt sich, dass die Lehrkrifte angeben, eine hohe
Selbstwirksamkeitserwartung in Bezug auf die Planung und Durchfiihrung
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von Unterricht mit Medien zu haben. Der Skalenmittelwert liegt bei 2.8
(SD=0.54) auf der Skala von 1 bis 4 und damit im Bereich der
Zustimmung, so dass die Lehrkrifte sich selbst beim Umgang mit
Hindernissen beim Einsatz von Medien im Unterricht als kompetent
einschétzen.

Diskussion und Ausblick

Die Ergebnisse zeigen einen ersten Eindruck der Nutzung von DGS und
CAS in der Sekundarstufe I sowie der Rahmenbedingungen zur Nutzung
auf Seiten der Lehrkraft und der Schulen. Die Analysen zeigen, dass DGS
und CAS an den Schulen zwar vorhanden sind, sich das jedoch fiir die
Systeme unterschiedlich abbildet und auch grofe Unterschiede zwischen
den Angaben der Lehrkrifte bestehen. Dabei ist zu betonen, dass in dieser
Studie die Verfligbarkeit nicht objektiv, sondern aus Sicht der Lehrkrifte
erhoben wurde. In der Stichprobe zeigt sich eine geringere
Nutzungshéufigkeit der CAS gegeniiber DGS. Dies ist mit Blick in die
bildungsadministrativen Vorgaben erkldrbar, da viele Lander den Einsatz
von DGS als verpflichtenden und den Einsatz von CAS als optionalen
Bestandteil des Mathematikunterrichts beschreiben. Es deutet sich also ein
Einfluss von Vorgaben auf die Nutzungshdufigkeit an. Inwiefern solche
Einfliisse durch weitere Rahmenbedingungen auf der Ebene der Schulen
gestirkt oder geschwicht werden, wird Gegenstand weiterer Analysen sein.
Ebenso soll auch ein mdglicher Einfluss der individuellen Merkmale der
Lehrperson auf die Nutzungshiufigkeiten untersucht werden. Eine parallel
angelegte Befragung fiir die naturwissenschaftlichen Fécher bietet die
Maoglichkeit eines Vergleichs zwischen dem Mathematikunterricht und dem
naturwissenschaftlichen Unterricht. Daran ldsst sich erkennen, welche
Ansatzpunkte zur Verringerung der noch immer deutlichen Liicken
zwischen dem geforderten wund realisierten Medieneinsatz im
Mathematikunterricht vielversprechend sind.

Die Befragung wurde durch die Joachim Herz Stiftung gefordert.
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Das Wendeplittchen-Applet
Potenziale und Grenzen eines Einsatzes in
Lernumgebungen fiir den Primarstufenbereich

Melanie Platz

Im Rahmen dieses Beitrags wird ein in der Entwicklung befindliches, frei
verfiigbares Applet, welches das virtuelle Legen von Wendepléttchen ermdglicht,
vorgestellt. Besonders fiir digitale Endgerédte mit Touchscreen-Display (z.B. Tablet-
PCs), die somit eine Steuerung durch Touch-Gesten mit den Fingern ermdglichen,
ist das Applet geeignet. Es kann sowohl als Veranschaulichungsmittel, als auch im
Sinne des aktivistischen Lernens als Anschauungsmittel eingesetzt werden (vgl.
Krauthausen, 2018). Um eine gewisse Offenheit des Einsatzes des Applets zu
gewihrleisten, werden bewusst keine Strukturierungshilfen vorgegeben. Das Applet
kann so in den Funktionen als Mittel zur Zahldarstellung, als Mittel zum Rechnen
sowie als Argumentations- und Beweismittel eingesetzt werden. Erste Ergebnisse
einer Pilotuntersuchung zu den Einsatzméglichkeiten in Lernumgebungen fiir den
Primarstufenbereich sowie zu den Potenzialen und Grenzen des Applets werden
vorgestellt.

Einleitung

Im Projekt ,Entwicklung eines Wendeplattchen-Applets wird die
Forderung der Stiandigen Konferenz der Kultusminister der Lénder in der
Bundesrepublik  Deutschland (KMK) aufgegriffen, dass bei der
Digitalisierung der Bildung der ,,Primat des Péddagogischen” (KMK, 2016,
S.51) verfolgt und in Bildungskonzepte einbezogen werden sollte, bei denen
das Lernen im Vordergrund steht (KMK, 2016). Das Potenzial digitaler
Medien fiir den Unterricht kann sich daher nur entfalten, wenn diese
sinnvoll und didaktisch reflektiert eingesetzt werden.

Das vorgestellte Projekt verfolgt das Ziel, Lernumgebungen mit digitalen
Medien (OpenSource Applets auf Tablet PCs) zur Unterstiitzung von
arithmetischen Fahigkeiten in der Primarstufe zu generieren. Der Fokus des
Projektes liegt darauf, klassische Lehr- und Lernprozesse mit digitalen
Lernumgebungen zu unterstiitzen.

Ein zentraler Medienaspekt wird durch eine automatisierte Erfassung des
handelnden Umgangs mit Lehr-Lernmaterialien implementiert, um u.a.
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maligeschneiderte Interaktivitdt fiir Schiilerinnen und Schiiler sowie eine
sofortige Diagnosefunktion fiir die Lehrkraft anzubieten.

Um die entwickelten Lernumgebungen zu optimieren, wird Design Science
(vgl. March & Smith, 1995) eingesetzt. Design Science ist in der
Philosophie des Pragmatismus begriindet und schafft Artefakte, in unserem
Fall Lernumgebungen, die von Menschen in der Regel fiir einen praktischen
Zweck genutzt werden, in unserem Fall zur Unterstiitzung arithmetischer
Fahigkeiten.

Im Rahmen des Teilprojekts ,,Prim-E-Proof (vgl. Platz, 2019) sollen
Moglichkeiten zur Umsetzung praformaler Beweise in der Primarstufe
untersucht werden. Als Ausgangspunkt der Applet-Entwicklung wurde
deshalb zunidchst ein Wendeplittchen-Applet ohne Strukturierungshilfen
erstellt, da

,, Pléittchen als Argumentations- oder Beweismittel [...] kein didaktisches Zuge-
stdndnis an )kleine Kinder¢ [sind], sondern ein direkter, unmittelbarer Link zur
Genese der Zahlentheorie und der Mathematik als Wissenschaft; und diese Be-
ziehung ldsst sich harmonisch in curriculare Kontexte und Absichten des Un-
terrichts integrieren. *“ (Krauthausen, 2018, S. 330).

Im Folgenden wird die aktuelle Version des Wendeplattchen-Applets
vorgestellt sowie zwei exemplarische Lernumgebungen. Die erste
Lernumgebung behandelt das Muster legen in Klassenstufe 2, die zweite
Lernumgebung das prédformale Beweisen in Klassenstufe 4. Ferner werden
erste Ergebnisse empirischer Pilotstudien zum Einsatz dieser Lern-
umgebungen présentiert.

Das Wendeplittchen-Applet

Das Wendeplattchen-Applet wird derzeit durch die Autorin des
vorliegenden Papers entwickelt.* Aktuell ermoglicht das Applet das
virtuelle Legen von Wendeplattchen. Zum korrekten Ausfithren des Applets
wird ein Multi-Touch-fahiger Browser benétigt (z.B. Firefox) sowie eine
Internetverbindung. Das entwickelte Applet eignet sich besonders fiir

4 Der Source Code ist in GitHub unter folgendem Link verfligbar: https://
github.com/melanie-platz/Wendeplaettchen-Applet
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digitale Gerdte mit Touchscreen-Display (z. B. Tablet-PCs), die eine
Steuerung durch Multi-Touch-Gesten mit den Fingern ermdglichen. Die
Plattchen in der App werden dhnlich wie analoge Pléttchen dargestellt.
Wegen der Zweidimensionalitit des Bildschirms sind die Plattchen auch
zweidimensional und kdnnen nicht angehoben oder gestapelt werden, wie
dies bei analogen Plittchen moglich wire. Unter folgendem Link kann auf
das Applet zugegriffen werden:

http://www.melanie-platz.com/WPA/
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Abb. 1: Screenshot des Startbildschirms des Applets

Auf der Startseite sind vier verschiedene Arbeitsumgebungen auswéhlbar:
Plittchen mit einer, zwei oder drei verschiedenen Farben und eine
Umgebung, in der die Farbe des Pléttchens durch ,,antippen von blau zu rot
und umgekehrt gewéhlt werden kann.

Beziiglich des SAMR-Modells (Puentedura, 2010) kann der erste Schritt der
Weiterentwicklung mit dem Plattchen-Applet abgedeckt werden, bei dem es
sich um eine Substitution des analogen Materials handelt. Der zweite Schritt
der Weiterentwicklung, die Augmentation (die Technologie dient als
direkter Werkzeugersatz mit funktionaler Verbesserung), kann rudimentér
abgedeckt werden. Ein Vorteil des Wendeplattchen-Applets besteht darin,
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dass die organisatorische Handhabung cher alltagstauglich ist (schnell
bereitzustellen bzw. geordnet wegzurdumen) (Krauthausen, 2018) als bei
analogen Plittchen, da einzelne virtuelle Plittchen nicht innerhalb des
Applets verschwinden konnen.

Der Einsatz des Wendepléttchen-Applets ermoglicht es einen Screencast
des Bildschirms der Tablets mit Audio aufzuzeichnen. Diese Moglichkeit
des Screencastens ist ein Vorteil, der durch den Technologieeinsatz entsteht,
da die Multi-Touch-Gesten der Schiilerinnen und Schiiler passend zu ihrer
miindlichen Argumentation erfasst werden konnen. In den im
nachfolgenden beschriebenen empirischen Pilotstudien wurde das
aufgezeichnete Material transkribiert und es wurden Abschnitte extrahiert,
in denen Informationen zum Argumentations- und Verstehensprozess sowie
zur User Experience herausgearbeitet werden konnten. Aus diesen
Abschnitten wurden Videovignetten erstellt.

In der nachfolgenden Beschreibung zweier Lernumgebungen werden diese
beziiglich Pedagogical Content Knowledge (PCK), Technological Content
Knowledge (TCK) und Technological Pedagogical Knowledge (TPK)
betrachtet und eingeordnet. Koehler & Mishra (2009) beschreiben den
TPACK-Ansatz (Technology, Pedagogy, And Content Knowledge) als
komplexe Interaktion zwischen den drei Wissensgebieten: Inhalt, Pidagogik
und Technologie. Das sowohl theoretische als auch praktische Zusammen-
spiel dieser Wissensbereiche erzeugt das flexible Wissen, das zur
erfolgreichen Integration von Technologie in den Unterricht erforderlich ist
(Koehler & Mishra, 2009). Im Gegensatz zu dem urspriinglichen Zweck, fiir
den der TPACK-Ansatz konzipiert wurde, d. h. als analytischer Rahmen zur
Bestimmung der verschiedenen Arten von Wissen, liber die ein Lehrer
verfiigt, wird es hier in einem breiteren Sinne mit Bezug auf Wissen im
Allgemeinen verwendet.

Exemplarische Lernumgebung fiir Klassenstufe 2: Muster legen

Pedagogical Content Knowledge (PCK): (An-)Zahlen strukturiert erfassen.

Nach Selter et al. (2015) sollten Grundschiilerinnen und Grundschiiler die
Gelegenheit erhalten, mit verschiedensten Anordnungen von Elementen zu
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arbeiten, Zahlen darzustellen und Anzahlen zu bestimmen, bevor
vorstrukturierte Arbeitsmittel eingesetzt werden.

., Wesentlich hierbei ist die Verkniipfung und Ubersetzung zwischen und inner-
halb der verschiedenen Reprisentationsformen wie Handlungen, Bilder, Sym-
bole und Sprache. “ (Selter et al., 2015, 0.S.)

Diese Verkniipfung und Ubersetzung innerhalb der verschiedenen
Représentationsformen soll durch die in Abb. 2 aufgefiihrte Aufgaben-
stellung angeregt werden.

Technological Content Knowledge (TCK): Wendeplittchen als Reprdsenta-
tion und Photo Collage App zur Archivierung und Sortierung.

Wendepléttchen werden zur Représentation verwendet. Durch die
Verwendung der App ,,Photo Collage®® soll in Teilaufgabe 3, die
kombinatorische Féhigkeiten anspricht, das Erfassen von Maoglichkeiten
durch Bildschirmfotografien sowie das Vergleichen von gefundenen
Moglichkeiten durch die Funktion des Drehens und Verschiebens von
Bildern in der App implementiert werden.

Technological Pedagogical Knowledge (TPK): Das Wendeplittchenapplet.

Das Applet wird hier als Mittel zur Zahldarstellung sowie als
Argumentations- und Beweismittel eingesetzt. Durch die Sozialform der
Partnerarbeit sollen durch das Kommunizieren zum einen Argumentations-
prozesse und zum anderen AuBerungen zur User Experience im Umgang
mit dem Applet angeregt werden.

Empirische Pilotuntersuchung

Im September 2018 nahmen vier Zweitkldsslerinnen und Zweitkléssler einer
lokalen Grundschule in den Ré&umlichkeiten der Grundschule an der
empirischen Pilotstudie teil, wobei eine Schiilerin mit dem Forder-
schwerpunkt Lernen diagnostiziert wurde. Die Schiilergruppe wurde in zwei
Zweiergruppen eingeteilt. Jede Gruppe bekam zwei Tablets zur Verfiigung
gestellt - ein Tablet mit dem Wendeplattchen-Applet, das andere Tablet mit

5 CodeSeed Labs (2018): ,,Photo Collage®. Version 2.2.0. https://play.goo-
gle.com/store/apps/details?id=com.forthplanet.collagemaker


https://play.google.com/store/apps/details?id=com.forthplanet.collagemaker
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.forthplanet.collagemaker

Seite 126 Melanie Platz

der Photo-Collage-App. Ein Screencast des Bildschirms aller Tablets wurde
mit Audio aufgezeichnet. Die Schiilerinnen und Schiiler arbeiteten 45
Minuten an der Lernstation.

Muster legen

Immer T Plattchen. Lege verschiedene Muster,

Beschreibe Deine Muster.
Woher weifit Du, dass es genau 7 Plattchen sind?
8 der 7 Plittchen sollen rot sein.

Wie viele verschiedene Muster findest Du?

Abb.2: Aufgabenstellung zur Lernumgebung ,,Muster legen (Selter et al., 2015).

Gerade Zohlen, ungerade Zahle:

Denke dir irgendeine Zahl zwischen 2 und 10 aus und

lege genaw so viele Plittchen zurecht.

Bilde nun Péarchen aus den Plittchen.

Wenn kein Plittchen am Ende dibrig bleibt, ist es eine
gerade Zahl, die du gelegt hast.

Wenn ein Plattchen am Ende dibrig bleibt, ist es eine
ungerade Zahl, die du gelegt hast.

Ist deine Zahl eine gerade oder eine ungerade Zahl?

Wenn man zwei ungerade Zahlen
miteinander addiert, erhdlt man
immer eine gerade Zahl.

Stimmt das?

Begriinde!

Abb.3: Aufgabenstellung zur Lernumgebung ,,Priformales Beweisen (vgl. Bezold 2009).
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Exemplarische Lernumgebung fiir Klassenstufe 4: Priiformales
Beweisen

Pedagogical Content Knowledge (PCK): Priformales Beweisen in der
Grundschule.

In dieser Lernumgebung wird der prédformale Beweis nach Blum & Kirsch
(1991) zur Ermoglichung der Einbeziehung von Beweisen in der
Grundschule fokussiert: In Ubereinstimmung mit dem Konzept des Action
Proofs (vgl. Semadeni, 1984) kann ein praformaler Beweis definiert werden
als giiltige, nicht formal représentierte Schlussfolgerungen, die sich auf
giiltige, nicht formal reprisentierte Voraussetzungen bezichen. Im
Gegensatz zur Definition eines Action Proofs (vgl. Semadeni, 1984) sollten
induktive Argumente (,,etc.”) und indirekte Argumente (,,stell dir vor ...
oder ,,was wiirde passieren, wenn ...“) in diesem Zusammenhang nicht
ausgeschlossen werden. Die Schlussfolgerungen miissen direkt aus dem
konkreten Fall verallgemeinerbar sein. Wenn sie formalisiert sind, miissen
sic den korrekten formalmathematischen Argumenten entsprechen.
Praformale Beweise miissen giiltige, korrekte Beweise sein (Blum &
Kirsch, 1991). Das Konzept eines priaformalen Beweises ist vergleichbar
mit dem Konzept des operativen, ,,inhaltlich-anschaulichen* Beweises (vgl.
u.a. Wittmann, 2014).

Technological Content Knowledge (TCK): Wendeplittchen als Reprdsenta-
tion.

Wendeplattchen stellen ein Material dar, welches nicht didaktischer,
sondern epistemologischer Natur ist, (Wittmann, 2014). Der durch die in
Abb. 3 vorgestellte Aufgabe stimulierte praformale Beweis wird nicht von
auflen aufgepfropft, sondern ist eng mit der Natur der Zahlen verbunden.
Um 600 v. Chr. entdeckten und bewiesen Pythagoras und seine Schiiler
durch Operationen mit Steinchen universelle zahlentheoretische Muster
(Wittmann, 2014 und Wittmann & Miiller, 2013).
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Technological Pedagogical Knowledge (TPK): Das Wendeplittchen-App-
let.

Das Applet wird hier als Argumentations- und Beweismittel eingesetzt.
Durch die Sozialform der Partnerarbeit sollen durch das Kommunizieren
zum einen Argumentationsprozesse und zum anderen AuBerungen zur User
Experience im Umgang mit dem Applet angeregt werden.

Empirische Pilotuntersuchung

Im Rahmen eines Schulbesuchs im Mai 2018 im Mathematiklabor
,,MatheWerkstatt“ der Universitit Siegen (Deutschland) nahm eine Schul-
klasse der vierten Klasse einer ortlichen Regelschule mit 23 Schiilern an der
empirischen Pilotstudie teil. Die Schulklasse wurde in Gruppen von sechs
bzw. fiinf Schiilern aufgeteilt, die wihrend ihres zweistlindigen Aufenthalts
an der Universitdt an verschiedenen Lernstationen arbeiteten. Fiir die
Lernstation wurden drei Tablets zur Verfiigung gestellt, bei denen die
Schiiler in Zweiergruppen mit einem Tablett arbeiteten und ihre Ideen und
Ergebnisse diskutierten. In jedem der vier Félle wurde eine Gruppe von
zwei Schiilern der drei Schiilergruppen videografiert, ein Screencast des
Bildschirms der Tablets wurde mit Audio aufgezeichnet. Jede Gruppe
arbeitete 20 Minuten an der Lernstation.

Resultate der Empirischen Pilotuntersuchungen bezogen auf die User
Experience

Das Wendepléttchen-Applet selbst scheint intuitiv zu sein, die Schiilerinnen
und Schiiler hatten keine Probleme mit dem Applet umzugehen. Es war
keine Einfiihrung zur Verwendung des Applets erforderlich. Eine Schiilerin
der 4. Klasse wollte ungern mit Pldttchen arbeiten, da dies als ,.kindisch*
empfunden wurde. Das Argument der Schiilerin war, dass sie bereits gelernt
hatte im Zahlenraum bis eine Million zu rechnen, und Plittchen nur fur
Rechnungen in der ersten Klasse niitzlich seien. Aus dem Gesprich mit den
Schiilerinnen und Schiilern 14sst sich ableiten, dass die Aufgabe scheinbar
nicht verstanden wurde, d. h. es konnte kein Beweisbediirfnis (Kothe, 1979)
geweckt werden (vgl. Platz 2019). Ein Wunsch aller Kinder war die
Implementation von Gamification in das Applet z.B. durch ,,.Level* oder
durch ,,Belohnung bei richtigen Ergebnissen®.
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Zusammenfassung und Ausblick

Die Prototypen zweier Lernumgebungen mit digitalen Lernwerkzeugen zur
Unterstiitzung von arithmetischen Fahigkeiten in der Grundschule wurde
iber das TPACK-Framework analysiert und in empirischen Pilotstudien
getestet und muss im néchsten Schritt lernzielspezifisch optimiert werden.
Nach der Optimierung des Prototypen werden mehrere Fallstudien
durchgefiihrt, um eine Bewertung und Optimierung des neuen Prototyps zu
ermoglichen. Der Prototyp soll unter anderem optimiert werden durch
Beriicksichtigung des entdeckenden Lernens (Winter, 1989). Um ein
zahlendes Rechnen zu vermeiden, sollen in einem ndchsten Schritt erste
Strukturierungshilfen eingebaut werden, ohne jedoch die Offenheit des
Einsatzes des Applets zu schmélern. Des Weiteren soll der handelnde
Umgang mit dem Tablet PC durch das computergestiitzte Tracking der
Multi-Touch-Gesten der Kinder detektierbar gemacht und semiotisch
ausgewertet werden. Huth (2013) stellt fest, dass insbesondere Gesten
mindestens zeitweise die Funktion von eventuell aktuell nicht verfiigbaren
oder nicht moglichen Inskriptionen iibernehmen konnen. In einem
Kooperationsprojekt ~mit der  Arbeitsgruppe = Mathematikdidaktik
(Primarstufe) der Goethe-Universitdt Frankfurt am Main wird dies
untersucht.
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Unterrichten mathematiknaher Technologien

im Lehramtsstudium

Daniela Schiefeneder

Lernen mathematischer Inhalte mit technologischer Unterstiitzung ist ein zentraler
Aspekt der mathematischen Bildung. Der Erwerb digitaler Kompetenzen stellt
infolge einen immer wichtiger werdenden Punkt in der Lehramtsausbildung dar und
ist an Osterreichischen Universititen fest im Curriculum verankert. Beim
Unterrichten mathematiknaher Technologien erweist sich die Steuerung der
Lernhandlung der Studierenden durch geeignete Aufgaben als konstruktiv. Damit
wird die Formulierung und Auswahl von Aufgaben zum entscheidenden Faktor.
Beispiele fiir verschiedene Aufgabenformate werden aufgezeigt sowie deren Vor-
und Nachteile diskutiert.

Einleitung

Digitale Technologien verdndern die Strukturen und Arbeitsweisen in
nahezu allen Bereichen. In der Digitalisierung liegt groB3es Potenzial fiir das
Bildungswesen, aber auch eine neue Verantwortung bei den Bildungs-
einrichtungen, welche nun zudem digitale Kompetenzen vermitteln sollen
und welchen damit auch eine neue medienerzieherische Rolle zuteilwird.
Digitale Medien und Werkzeuge verdndern die Unterrichtskultur. Doch wie
konnen digitale Medien und Werkzeuge sinnvoll eingesetzt werden, um
Lehr- und Lernprozesse wirkungsvoll zu unterstiitzen? Es ergeben sich viele
Chancen und Herausforderungen fiir die Bildungseinrichtungen. Wie eine
aktuelle Meinungsumfrage ergab (OGM 2018) fiihlen sich viele Lehrkréfte
schlecht auf die Digitalisierung vorbereitet und vertreten die Ansicht, dass
dies in der Lehrerausbildung eine zu geringe Rolle spielt. Studien (vgl.
Hattie 2008, Scharnagl 2014, Drijvers 2015) belegen, dass ein Mehrwert
durch den Einsatz digitaler Medien und Werkzeuge von vielen Faktoren
abhingt. Die Universitdten und Hochschulen stehen vor neuen Heraus-
forderungen in der Lehramtsausbildung. Welche Kompetenzen beziiglich
der Nutzung digitaler Medien sollten Lehramtsstudierenden im Studium
vermittelt werden? Beziiglich Digitalisierung wird den MINT-Féchern eine
Schliisselrolle zugesprochen, (BMBF 2016). In mathematischer und
naturwissenschaftlicher Forschung werden digitale Werkzeuge kontinuier-
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lich verwendet, Computerprogramme zur Beantwortung algebraischer
Fragestellungen entwickelt, Simulationen erstellt, Probleme modelliert und
numerisch gelost. Fiir den Mathematikunterricht stehen Lehrkrdften neben
Prisentationsmedien auch mathematiknahe Technologien wie dynamische
Geometriesoftware ~ (DGS),  Tabellenkalkulationsprogramme  (TK),
Computeralgebrasysteme (CAS) sowie Simulations- und Statistiksoftware
zur Verfiigung, mathematische Algorithmen kdnnen in einer Programmier-
sprache implementiert werden. Die Unterrichtskultur im Fach Mathematik
kann sich gravierend &dndern. Mathematische Sachverhalte konnen den
Schiilerinnen und Schiilern mittels geeigneter Technologien experimentell
und entdeckend zugénglich gemacht werden. Selbststdndiges Arbeiten und
Lernen kann durch Nutzung digitaler Medien und Werkzeuge gefordert und
erleichtert werden, die Moglichkeit zu individuellem und selbstgesteuertem
Lernen kann den Unterricht bereichern und die Rolle der Lehrperson
wandeln.  Entscheidend bei der Nutzung digitaler Werkzeuge ist ein
souverdner Umgang der Lehrkraft mit den Technologien, die Kenntnis der
Vorteile und Chancen beim Einsatz entsprechender Software, aber auch ein
Bewusstsein iiber Risiken und Nachteile, vgl. Barzel (2012). Das Vermitteln
der Werkzeugkompetenz erfolgt im Rahmen eines Lehramtsstudiums an der
Universitdt Innsbruck in zwei Lehrveranstaltungen, welche von der Autorin
in Zusammenarbeit mit anderen Dozenten konzipiert und geleitet wurde und
wird. Zundchst wird im Folgenden geklart, welche Rolle digitale Medien
und Werkzeuge an Osterreichischen Schulen einnehmen sollten.
Nachfolgend werden die beiden Lehrveranstaltungen vorgestellt und die
Rahmenbedingungen sowie curricularen Bestimmungen fiir diese Kurse
erlautert. Der Erwerb von Bedienkompetenz mathematiknaher Tech-
nologien erfolgt am besten {iber das eigene Arbeiten am PC, was durch
Aufgaben gefordert und gefordert werden soll. Die Problematik bei der
Wahl der Aufgaben und der Aufgabenstellung wird erlautert.

Einsatz technologischer Hilfsmittel an 6sterreichischen Schulen

Fiir eine zielgerichtete Ausbildung Lehramtsstudierender mit Unterrichts-
fach Mathematik sollte zunédchst untersucht werden, wie und in welchem
Umfang der Einsatz digitaler Technologien an Schulen gefordert wird. Das
Studium an der Universitit Innsbruck bildet Lehrkréfte fiir den Einsatz an
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Schulen im Sekundarbereich aus, d.h. Absolventinnen und Absolventen
konnen spédter an Mittelschulen, polytechnischen Schulen, allgemein-
bildenden hoheren Schulen sowie mittleren und hdheren berufsbildenden
Schulen unterrichten. Im Lehrplan fiir die Sekundarstufe 1 wird als
Bildungs- und Lehraufgabe formuliert, dass ,,Schiiler und Schiilerinnen
verschiedene Technologien (z.B. Computer) einsetzen kénnen (BMUKK
2000). Als ein didaktischer Grundsatz wird das Arbeiten mit dem
Taschenrechner und Computer formuliert:

,,Die Moglichkeiten elektronischer Systeme bei der Unterstiitzung schiilerzen-
trierter, experimenteller Lernformen sind zu nutzen. Das kritische Vergleichen
von Eingaben und Ausgaben bei verschiedenen Programmen und Gerdten be-
ziiglich der Problemstellung kann zum Entwickeln eines problem- und soft-

‘

wareaddquaten Analysierens, Formulierens und Auswertens beitragen.*
(BMUKK 2000).

Im Schuljahr 2018/2019 wurde flichendeckend Digitale Grundbildung in
der Sekundarstufe 1 eingefiihrt, welches als eigenes Fach, aber auch in
andere Ficher integriert unterrichtet werden kann. Der Lehrstoff umfasst
unter anderem den Umgang mit Betriebssystemen und Standard-
Anwendungen wie einem Tabellenkalkulationsprogramm sowie das
Arbeiten mit Algorithmen und die Nutzung von Programmiersprachen (vgl.
BMBWF 2018). In der Sekundarstufe 2 wird Lernen mit technologischer
Unterstiitzung im Mathematikunterricht verstérkt forciert und ein sinnvoller
Einsatz technologischer Hilfsmittel gefordert. Diese sollten in folgenden
Bereichen zum Einsatz kommen:

., zur Darstellung von Funktionen, Kurven und anderen geometrischen Objek-
ten, zum symbolischen Umformen von Termen und Losen von Gleichungen und
Gleichungssystemen, zur Ermittlung von Ableitungs- und Stammfunktionen, zur
Integration sowie zur Unterstiitzung bei Methoden und Verfahren in der Sto-
chastik.“ (BMBWF 2018).

Von der Lehrperson wird hierbei gefordert, einen sachgerechten und
sinnvollen Einsatz technologischer Hilfsmittel sicherzustellen. Der Umfang
wird dabei der Lehrperson iiberlassen:

,,Die minimale Realisierung besteht im Einsatz entsprechender Hilfsmittel beim
Lésen von Aufgaben und dem gelegentlichen Einsatz als didaktisches Werkzeug
beim Erarbeiten neuer Inhalte. Die maximale Realisierung ist der sinnvolle
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Einsatz derartiger Technologien als Werkzeug beim Modellieren, Visualisieren
und Experimentieren. “ (BMBWF 2018)

An hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten nimmt
Technologieeinsatz einen noch hoheren Stellenwert ein, im Hinblick auf
spitere berufliche Anforderungen ist Werkzeugkompetenz integraler
Bestandteil des Unterrichtsfaches Angewandte Mathematik (vgl. BMUKK
2009). Operieren und Technologieeinsatz stellt eine der vier Handlungs-
dimensionen dar, die im Unterricht vermittelt werden sollen. Auch kann
hier die Nutzung einer Software wie MathCad oder Mathematica
obligatorisch sein.

Den hohen Stellenwert von Technologien im Mathematikunterricht zeigt
auch ein Blick in dsterreichische Schulbiicher, in welchen die Umsetzung
mit Technologien erklart wird sowie Aufgaben formuliert werden, welche
mit Technologieeinsatz geldst werden sollen.

Der Erwerb technologischer Kompetenzen im Rahmen des
Lehramtsstudiums mit Unterrichtsfach Mathematik

Im Hinblick auf die bestehenden und auch kommenden Herausforderungen
beziiglich  Einsatz  von  Technologien = an  Schulen  sollten
Lehramtsstudierende im Rahmen ihrer universitdren Ausbildung adidquat
vorbereitet werden. Genauer wird im Curriculum der Universitét Innsbruck
gefordert, dass Absolventinnen und Absolventen des Bachelorstudiums
Lehramt  Sekundarstufe  (Allgemeinbildung) mit  Unterrichtsfach
Mathematik ,,im Einsatz geeigneter technischer Hilfsmittel erfahren sind
und insbesondere einige Algorithmen implementieren konnen sowie
,.Lerntechnologien im Unterricht sinnvoll einsetzen konnen‘. Wéhrend der
letzte Punkt Inhalt von (Fach-)Didaktik-Veranstaltungen in hdheren
Semestern ist, wird der Erwerb von Technologiekompetenz in zwei
Veranstaltungen realisiert, Mathematische Software 1 und 2. Diese beiden
Proseminare haben einen Umfang von jeweils 2 Semesterwochenstunden
und werden mit 2 bzw. 2.5 ECTS-Punkten verrechnet. Der Besuch der
beiden Veranstaltungen ist obligatorisch und wird fiir das zweite und dritte
Fachsemester empfohlen. Die Inhalte der beiden Veranstaltungen sind:
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e Erarbeiten, Verfassen, formales Gestalten und Prisentieren
mathematischer Inhalte;

*  Umgang mit mathematischer Textverarbeitung;

* Verwendung eines CAS zur Losung mathematischer Inhalte
(numerisches und symbolisches Rechnen, Visualisierung etc.);

*  Implementieren einfacher Algorithmen;

* grundlegende Fertigkeiten im Umgang mit einer ausgewéhlten
Programmiersprache.

Die technologischen Fertigkeiten sollten hierbei vernetzt mit den Inhalten
des Moduls Lineare Algebra sowie Analysis I vermittelt werden.

Die Durchfiihrung der Proseminare erfolgt in Zusammenarbeit mit
Lehrkriften der Padagogischen Hochschule Tirol. Die Proseminare finden
in Rechnerrdumen in Parallelgruppen mit jeweils maximal 25
Teilnehmenden statt, es handelt sich um eine priifungsimmanente
Veranstaltung mit Anwesenheitspflicht. Als Textverarbeitungsprogramm
wurde LaTeX ausgewihlt. Beziiglich CAS fiel die Wahl auf die kostenfreie
Software maxima mit graphischer Oberfliche wxmaxima. Im Hinblick auf
das anschlieBende Modul Stochastik wird als Programmiersprache R
verwendet, wobei manche Algorithmen aber auch im CAS umgesetzt
werden. Verstérkt wird den Studierenden GeoGebra nahegebracht, welches
an vielen Osterreichischen Schulen zum Einsatz kommt, als dynamische
Geometriesoftware zum Prédsentieren mathematischer Inhalte gut geeignet
ist, iiber eine CAS- und eine TK-Erweiterung verfiigt und somit als
Multireprisentationswerkzeug flexibel einsetzbar ist. Das Ziel der
Veranstaltungen besteht darin, ein Grundverstdndnis fiir mathematiknahe
Technologien zu vermitteln, sodass im spéteren Berufsleben Problem-
stellungen eigenstidndig gelost, eigene (dynamische) Arbeitsblétter erstellt
sowie neue Technologien selbststindig bzw. mit geeigneten Fortbildungs-
mafBnahmen schnell erarbeitet werden konnen, vgl. auch Heintz (2017).

Begleitend zu den Proseminaren wird ein Skriptum gereicht. In diesem wird
die Funktionsweise der verwendeten Computerprogramme kurz erléutert,
die wichtigsten Befehle aufgelistet und in kleinen Beispielen deren
Verwendung demonstriert. Des Weiteren wird auch ein kurzer Einblick in
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das numerische Rechnen gegeben, genauer wird die Rechnerarithmetik
erlautert, Fehlerfortpflanzung und Stellenausloschung diskutiert sowie
Kriterien an einen numerischen Algorithmus aufgezeigt. In jeder
Proseminareinheit erarbeiten nach einem kurzen Theorie-Input die
Studierenden selbststindig mit Hilfestellung der Lehrperson Prédsenz-
aufgaben. Daneben werden jede Woche auch Hausiibungen gestellt, welche
die Studierenden eigenstdndig zuhause bearbeiten sollen. Die bearbeiteten
Aufgaben sind von den Studierenden in einer Lernplattform hochzuladen.
Die Bewertung der Studienleistung des Proseminars erfolgt anhand der
Bewertung der abgegebenen Aufgaben sowie der Punkte in der Klausur,
welche zu Ende des Proseminars geschrieben wird.

Problematik der Aufgabenstellung

Aufgaben nehmen im Mathematikunterricht einen sehr hohen Stellenwert
ein. Sie sind ,,das wichtigste Werkzeug, das den Mathematiklehrkrdften zur
Verfiigung steht” (Bruder 2006). In Leuders (2015) wird die Bedeutung
wie folgt formuliert:

., Eine (Mathematik)aufgabe umreifit eine (mathematikhaltige) Situation, die
Lernende zur (mathematischen) Auseinandersetzung mit dieser Situation
anregt. “.

Die Wahl der Aufgaben beeinflusst in hohem Mall die Qualitdt des
Unterrichts. Auch im Informatikunterricht ist die Aufgabenkultur sehr
ausgepragt (vgl. Brichzin 2014). Die Proseminare ,,Mathematische Software
1 und 2“ werden sehr aufgabenzentriert ausgelegt, denn nur bei
eigenstandigem Arbeiten der Teilnehmenden am PC konnen die kognitiven
Fahigkeiten und Fertigkeiten im Umgang mit mathematiknahen Techno-
logien erworben und ausgebaut werden. Die Wahl der Aufgaben ist daher
das entscheidende Kriterium fiir den Kompetenzauftbau und ausschlag-
gebend fiir den Erfolg und die Motivation der Studierenden. Wihrend
Aufgaben zum Erlernen eines Textverarbeitungsprogrammes recht
kanonisch sind, ist die Wahl geeigneter Aufgaben fiir das Arbeiten mit
einem CAS, DGS oder einer Programmiersprache diffiziler. Viele Aufgaben
greifen Inhalte aus den Fachvorlesungen Lineare Algebra und Analysis auf.
Beispielsweise wird der euklidische Algorithmus in einer Programmier-
sprache implementiert oder das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungs-



Unterrichten mathematiknaher Technologien Seite 137

verfahren mit einem CAS umgesetzt. In anderen Aufgaben wird das
Newton-Verfahren mit GeoGebra dargestellt und in einer Programmier-
sprache umgesetzt. Um den Stellenwert mathematiknaher Technologien
auch im schulischen Bereich zu unterstreichen, werden teilweise auch
Aufgaben aus Schulbiichern verwendet, z.B. Aufgaben zum Lésen linearer
Gleichungssysteme mittels Technologieeinsatz. Auch kann mit Aufgaben
die Verwendung von DGS zur Forderung entdeckenden Lernens aufgezeigt
werden, als Beispiel konnen hier die Eulersche Gerade oder die Exploration
der Bedeutung von Parametern einer quadratischen Funktion mittels
Schiebereglern genannt werden. In einigen Aufgaben wird auch die
Problematik von numerischen Rechnungen thematisiert.

Offene Fragestellung...

Bei jeder Aufgabe ist die Frage zu kldren, wie diese formuliert werden
sollte. So konnen beispielsweise Programmieraufgaben recht offen
formuliert werden:

Schreiben Sie eine Funktion in R, welcher eine Liste iibergeben wird. In der
Funktion soll die Anzahl negativer Eintrédge der Liste ermittelt und diese Zahl
zuriickgegeben werden.

Aber auch Aufgaben zum Einsatz dynamischer Geometriesoftware konnen
sehr frei sein:

Veranschaulichen Sie die Bedeutung des Mittelwertsatzes der Differentialrech-
nung mit GeoGebra.

Offene Fragestellungen bieten viele Vorteile. So sind Studierende
gezwungen, sich mit den fachlichen Inhalten auseinanderzusetzen und sich
zu iberlegen, wie eine gute Darstellung aussehen konnte, welche
Werkzeuge, Befehle bzw. Kontrollstrukturen verwendet und in welcher
Reihenfolge die Einzelschritte ausgefiihrt werden sollten. Dies fordert in
hohem MaB die Problemlosefdhigkeit der Studierenden. Viele Aufgaben
sind auch wvielfaltig losbar, durch offene Fragestellungen wird die
Kreativitdt der Studierenden gefordert. Es konnen mehrere Vorgehens-
weisen erprobt und unterschiedliche Ldsungsmoglichkeiten ausprobiert
werden. Durch den Weg einer nicht zielfiihrenden Richtung erfahrt die/der
Studierende die Grenzen und Moglichkeiten einer Technologie. Im Prozess
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der Losungsfindung wird vernetztes flexibles und nachhaltiges Wissen
erworben. Offene Aufgabenformate bringen aber auch Nachteile mit sich.
Studierende sehen sich iiberfordert, was mangelndes fachliches Verstindnis
oder Schwierigkeit bei der technischen Umsetzung als Ursache haben kann.
Intensive Betreuung und Hilfestellungen sind oftmals nétig. Die
Uberforderung birgt auch die Gefahr eines demotivierenden Effekts.
Teilweise wird auf unerlaubte Hilfsmittel zugegriffen. So werden Vorlagen
im Internet gesucht und diese unreflektiert iibernommen, oder die Losungen
von anderen Studierenden verwendet. Die Endresultate einer offenen
Aufgabe variieren stark. Abgegebene Aufgaben weisen teilweise inhaltliche
Fehler auf, trotz Verwendung einer dynamischen Geometriesoftware sind
die Programme statisch, es fehlen Erklarungen und angemessene
Beschriftungen, Hilfskonstruktionen werden nicht ausgeblendet und triiben
das Gesamtbild, etc. Eine klare Bewertung einer offenen Aufgabe ist auch
etwas problematisch.

... oder besser genaue Anleitung

Jede Aufgabe kann auch sehr geschlossen formuliert werden, es kann eine
genaue  Schritt-fiir-Schritt-Anleitung bzw. ein Konstruktionsprotokoll
angegeben werden. Der Programmablaufplan kann als Text, Pseudocode
oder schematisch in Form eines Flussdiagramms oder Struktogramms
dargestellt werden. Die Anleitungen sind in diesen Fillen oft recht lang.
Durch eine genaue Anleitung wird ein schneller Einstieg ermdglicht. Der
Lern- und Kompetenzzuwachs erfolgt gesteuert in kleinen Dosen, neue
Befehle oder Werkzeuge konnen gezielt eingefiihrt werden. Die Aufgaben
sind effizient korrigierbar und ermdglichen eine klare faire Bewertung. Das
Endprodukt kann als Beispiel fiir dhnliche Problemstellungen dienen. Die
Angabe einer genauen Anleitung weist aber auch einige Nachteile auf. Das
Abarbeiten einer Anleitung bewirkt ein recht mechanisches Arbeiten,
Kreativitit und eigene abweichende Losungen sind unerwiinscht. Die
einzelnen Punkte bauen oft aufeinander auf, konnen Zwischenschritte nicht
umgesetzt werden, kann die restliche Aufgabe nicht mehr bearbeitet
werden. Problemldsefihigkeit und Auseinandersetzen mit den fachlichen
Inhalten ist nicht gefordert. Algorithmisches und schematisches Arbeiten
wird verstarkt, Verstindnis und Erwerb flexiblen Wissens wird beschrankt.
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Erfahrungen im Unterrichten mathematiknaher Technologien

Das Unterrichten von Technologien ist herausfordernd. Ein grofles Problem
ist die Heterogenitit in der Studierendengruppe. Die Studierenden
unterscheiden sich stark in ihrem Vorwissen und in ihrer Bereitschaft, sich
mit dem Computer und mathematiknahen Technologien auseinander-
zusetzen. Das Bearbeiten von Programmieraufgaben bereitet in manchen
Fillen enorme Probleme, manche Studierende haben sogar eine kleine
Aversion gegeniiber Programmieraufgaben. An den meisten Stellen ist aber
groBere Motivation zu beobachten, es werden Fragen gestellt, die weit iiber
die behandelten Inhalte hinausgehen und von grofem Interesse an der
Materie zeugen. Das Erarbeiten von Aufgaben erfolgt oft in Zusammen-
arbeit mit Kommilitonen, was durchaus begriiBenswert ist, aber auch
Gefahren flir schwichere Studierende birgt. Das Unterrichten
mathematischer Technologien hat einige Besonderheiten: die Studierenden
arbeiten selbstverantwortlich am Rechner, die Handlungsorientierung steht
stirker im Vordergrund. Die/der Studierende erhdlt vom Computer meist
ein unmittelbares Feedback, die Lehrperson begleitet unterstiitzend den eher
selbstzentrierten Prozess. Wie oben ausgefiihrt wurde, ist die Formulierung
der Aufgaben kritisch. Erfahrungsgema8 ist eine Mischung angebracht, mit
Staffelung der Schwierigkeit im Fortschritt des Semesters. Bekannte
Konstruktionsschritte werden im Lauf des Semesters in der Anleitung recht
kurz formuliert, bzw. nur angegeben, welche Bausteine beispielsweise das
GeoGebra-Applet besitzen sollte. Umfangreichere Programmieraufgaben
werden im Pseudocode angegeben, bei kleineren Programmen wird hierauf
bewusst verzichtet. In diesem Sinne werden auch in der Klausur sowohl
Aufgaben mit genauen Anleitungen als auch offene Fragen formuliert. Der
Erwerb bzw. Ausbau von Problemldsekompetenz ist zentrales Ziel des
Studiums und sollte dementsprechend in allen Veranstaltungen forciert
werden. Durch entsprechende Aufgabenstellung erfolgt gerechte
Binnendifferenzierung und wird eine gestaffelte Bewertung erméglicht. Der
friihe Erwerb technologischer Kompetenzen bietet viele Vorteile. In
Folgeveranstaltungen wie den Fachvorlesungen Algebra und diskrete
Mathematik, Stochastik, Geometrie oder Analysis 2 kann auf das Wissen im
Umgang mit Technologien zuriickgegriffen werden. In Veranstaltungen der
(Fach-)Didaktik kann der Einsatz digitaler Werkzeuge und Technologien im
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Unterricht behandelt werden, ohne auf Schwierigkeiten im Umgang mit
entsprechender Technologie zu stofen.

Abschliefiende Bemerkungen

Das Interesse an mathematischen Technologien und digitalen Werkzeugen
ist individuell unterschiedlich ausgeprigt wund hingt von der
Computeraffinitdt des Einzelnen ab. Den personlichen Vorlieben
entsprechend wird das AusmaBl der Nutzung mathematiknaher
Technologien im Unterricht unterschiedlich ausgeprégt sein und sollte zum
individuellen Stil passen. Mathematiknahe Technologien bieten eine
hervorragende Plattform, um kreativ, explorativ und entdeckend
Mathematik zu betreiben. Eine solide Basis im Umgang mit
mathematiknahen Technologien ist fiir universitidre Folgeveranstaltungen
und das spétere Berufsleben gewinnbringend.
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R-Exams mit WebApp
Technische Aspekte und Moglichkeiten zu unmittelbarem
Feedback

Florian Stampfer

Einleitung

Die derzeit angestrebte Digitalisierung im Bildungsbereich wirft mehrere
Fragen auf. Eine davon betrifft die Auswahl und Identifikation passender
Aufgabenformate, die fiir computerbasiertes Lernen oder Testen geeignet
sind (vgl. z.B. Leuders, 2015, p.453). Damit einhergehend stellt sich
unweigerlich auch die Frage nach der technischen Umsetzung, insbesondere
der Speicherung der Aufgaben, mit Blick auf zukiinftig technische
Entwicklungen. Das IMS Global Learning Consortium hat seit 2000
sukzessive das Format IMS Question & Test Interoperability (QTI)
entwickelt, das den Austausch von Aufgaben fiir Online-Medien erleichtern
soll. Zeileis, Umlauf, & Leisch (2014) stellen ein noch abstrakteres und
dadurch flexibleres Format vor, das einen in der Statistiksoftware R
realisierten Export der Aufgaben sowohl in die QTI-Formate als auch in
viele Print- und Web-Formate bereit stellt. In den letzten Jahren wurde an
der Universitidt Innsbruck eine zu diesem Format passende WebApp
entwickelt, die eine Bearbeitung der Aufgaben am PC, Notebook, Tablet,
Smartphone etc. zuldsst. Dariiber hinaus erlaubt die WebApp eine rasche
und unkomplizierte Datenerhebung, die selbst wieder in R (automatisiert)
ausgewertet werden kann und folglich eine unmittelbare Riickmeldung an
die Testpersonen ermdglicht.

Im zweiten Abschnitt wird zundchst das R-Paket exams vorgestellt, das auf
das erwihnte abstrakte (Aufgaben-)Format zuriickgreift. Im dritten
Abschnitt werden die Funktionsweise und die technischen Aspekte der
WebApp vorgestellt. Der vierte Abschnitt gibt Einblick in eine mit der
WebApp umgesetzte Erhebung des Natural Number bias bei Studierenden
in Westosterreich. Der Artikel endet mit einem kurzen Ausblick.


https://www.r-project.org/
http://www.imsglobal.org/question/index.html
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R-Paket exams

Die freie Programmiersprache R (R Core Team, 2018) hat sich in den
letzten zwei Jahrzehnten zusehends als Standardsprache fiir statistische
Problemstellungen etabliert (vgl. TIOBE Software, 2018). Durch viele
verfligbare Pakete kann der Funktionsumfang von R stark erweitert werden.
Im Folgenden wird das von einer Gruppe rund um Achim Zeileis
entwickelte R-Pakete exams vorgestellt (Griin & Zeileis, 2009; Zeileis u. a.,
2014).

Zeileis u.a. waren im Studienjahr 2006/07 mit einer Uberarbeitung der
Lehrveranstaltungsformate konfrontiert. Ein Ziel war es, dass die
Organisation der Lehrveranstaltungen effizient und die Abhaltung dieser in
parallelen Gruppen vergleichbar ablauft. Des Weiteren entschied man sich
fiir eine technologieunterstiitzte Abwicklung der Ubungsgruppen und
entwickelte dazu das R-Paket exams, das den Rahmen fiir insbesondere drei
Anforderungen liefern sollte (Griin & Zeileis, 2009, p. 1):

»  Skalierbare Priifungen: Automatische Generierung einer groflen
Anzahl verschiedener Priifungen, um jedem/r Studierenden einen
individuellen Test anbieten zu kdnnen

*  Materialien zum Selbststudium: Sammlungen von Ubungen und
Losungen aus demselben Pool von Beispielen

*  Gemeinsame Entwicklung: Entwicklung und Pflege eines groB3en
Pools von Ubungen in einem plattformiibergreifenden Umfeld
durch mehrere Autorinnen und Autoren

Dazu war es zundchst notwendig ein mdglich abstraktes Aufgabenformat zu
definieren, das einer weiteren Verarbeitung dienlich ist. In der ersten
Version entschied man sich fiir eine LaTeX-basierte Variante in Form
sogenannter Sweave-Dateien (Endung meist Rnw urspriinglich fiir Rnoweb,
vgl. Therneau, 2013). In solchen Dateien wird R-Code mit LaTeX-Befehlen
verkniipft. Konkret wird wahrend der Laufzeit des R-Programms die
gewdhlten R-Ausgaben mit den LaTeX-Befehlen zu einer LaTeX-Datei
zusammengefligt. In spéteren Versionen wurde zusitzlich eine markdown-
basierte Variante in Form sogenannter R markdown-Dateien (Endung Rmd
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steht fiir R markdown) berticksichtigt. Dabei wird wihrend der Laufzeit des
R-Programms ein markdown-Code erstellt, der dann weiterverarbeitet
werden kann.

Der grundlegende Aufbau der Rnw- und Rmd-Dateien fir das
Aufgabenformat ist gleich: Neben optionalen R-Code-Blocken (umrahmt
von <<>>= und @ in Rnw bzw. " {} und " in Rmd) oder als Inline-Code
(\Sexpr{...} in Rnw bzw. 'r ..." in Rmd) wird ein Abschnitt question
benoétigt, gefolgt von einem optionalen Abschnitt solution, gefolgt von
einem notwendigen Abschnitt meta-information. Zur Veranschaulichung
folgt jeweils der schematische Aufbau fiir beide Dateiformate:

Aufbau einer Aufgabe als Rnw-Datei:

<<>>=

(c]
\begin{question}

\end{question}
\begin{solution}
\end{solution}

%% meta-information

Aufbau einer Aufgabe als Rmd-Datei:
T {r}

question
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Die R-Code-Blocke konnen unter anderem zur Datengenerierung, der
Erstellung und zufélligen Auswahl von Textpassagen, aber auch zur
Erstellung von Grafiken und Tabellen verwendet werden. Im nachstehenden
Beispiel werden im ersten R-Code-Block aus vier Zahlen zwei Briiche
erstellt, deren Darstellung in LaTeX realisiert, eine Textpassage
aneinandergereiht, drei Antwortmdglichkeiten angegeben, eine Liste mit der
korrekten Antwort berechnet und eine Erklarung fiir diese erstellt.

Der Abschnitt guestion kann einen Angabetext, eine Frage, mogliche
Antworten, Bilder etc. enthalten. Im nachstehenden Beispiel wird mittels
Inline-Code die erstellte Textpassage ausgegeben und in einem R-Code-
Block eine Liste der moglichen Antworten erstellt. Es wére auch moglich
gewesen direkt den Text und die Aufzéhlung im Klartext hinzuschreiben.

Der optionale Abschnitt solution kann die Losung und eine Erkldrung
enthalten. Im nachstehenden Beispiel wird mittels Inline-Code die erstellte
Erklarung ausgegeben.

Der Abschnitt meta-information enthélt zumindest den Antworttyp und
(falls vorhanden) eine Losung. Das aktuelle exams Paket stellt vier
Antworttype zur Verfiigung:

4. num fir eine numerische Antwort,

5. schoice fiir eine single-choice Aufgabe (genau eine
Antwortmoglichkeit ist richtig),

6. mchoice fir eine multiple-choice = Aufgabe (keine
Antwortmdglichkeit ist richtig bis alle Antwortmdglichkeiten
sind richtig),

7. string fir Freitextantworten und

8. ein Kombinationstyp cloze (vereint mehrere der oben
genannten Antworttypen in einer Aufgabe).

Im nachstehenden Beispiel wurde der Antworttyp schoice ausgewdhlt und
mittels Inline-Code wird die Losung erstellt.
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""" {r,echo=FALSE}

## DATA GENERATION

z <- c(4,9,2,7)

x = z[[1]]/z[[2]]

y = z[[3]]1/z[[4]]
zahll=paste0("$\\frac{",z[1],"}{",z[2],"}$")

zahl2=paste0 ("$\\frac{",z[3],"}{",z[4],"}$")

TXT= paste0("Welche Zahl ist groRer? ",zahll," oder ", zahl2)
questions= c(paste@(zahll," 1ist groRer"),paste@(zahl2," -[ist
grofer") ,"beide gleich groR")

solutions=c(x>y,x<y,x==y)
explanation=paste@(questions[solutions],", da $",z[1],"\\
cdot",z[4],"=",z[1]*z[4],

c(">m, e ="y [solutions],z[2]*z[3],"=",z[2],"\\cdot",z[3],"S$ ist.")

Question

r TXTS
***{r, echo=FALSE,results="asis"}
answerlist(questions,markup="markdown")

Solution

‘r explanation’

Meta-information

extype: schoice
exsolution: 'r mchoice2string(solutions)’
exname: size

Das Potential einer zufélligen Variation (Randomisierung) der Aufgabe
wurde beim vorgestellten Beispiel bisher noch nicht beriicksichtigt. Am

obigen Beispiel ldsst sich jene sehr leicht aufzeigen: Die alleinige
Abinderung

927 — sample(1:20,4,replace=TRUE)

ermdglicht es bei jeder Laufzeit des R-Programms vier neue zufillige
Zahlen zu generieren. Die Losung und die Erkldrung werden entsprechend
erstellt.
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Eine groBe Stirke des soeben vorgestellten abstrakten Aufgabenformates
liegt darin, dass von Beginn an ein Export in viele unterschiedliche Print-
und Web-Format moglich ist. Konkret steht derzeit ein Export einer
Aufgabe in die Formate bzw. Plattformen bzw. Standards arsnova,
blackboard, html, moodle, openolat, pandoc (z.B. docx), pdf, qtil2, qti2l
zur Verfiigung.

Das R-Paket exams und insbesondere das abstrakte Aufgabenformat bieten
eine technisch einfache Umgebung zur Erstellung, Verwaltung und
(anschlussfahigen) Speicherung von Aufgaben. Es lassen sich aus einem
Aufgabenpool rasch Aufgabenblitter fiir mehrere Gruppen oder Materialien
zum Selbststudium erstellen. Weitere Details zum R-Paket exams und zu
aktuellen Weiterentwicklungen sind unter www.r-exams.org abrufbar.

Abbildung 1: Ausgabe des Abbildung 2: Ausgabe des
Beispielcodes im html-Format Bespielcodes im docx-Format

Abbildung 3: Ausgabe des
Bespielcodes im pdf-Format


http://www.r-exams.org/
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Obwohl es mit arsnova, blackboard, moodle und openolat bereits exams-
kompatible Plattformen gibt die Daten von Studierenden sammeln und
einfache Riickmeldungen an die Studierenden erlauben, ist eine
automatisierte Weiterverarbeitung der gesammelten Daten (in R) mit
anschlieBender Riickmeldung an die Studierenden aktuell nicht moglich.
Dies war ein Ausgangspunkt fiir die Entwicklung einer kompatiblen
WebApp die einerseits zur einfachen und direkten Datenerhebung mit
exams-Aufgaben eingesetzt werden kann und andererseits eine direkte
Riickmeldung an Studierende und Lehrpersonen leistet, wobei beliebige
(,alles was R kann®) statistische Analysen vorgelagert werden konnen.

WebApp echo-app (vormals DimMA)

In den Jahren 2016/17 wurde an der Universitdt Innsbruck im Rahmen
mehrerer kleinerer Projekte zundchst die WebApp DimMA (Akronym fiir
Dimensionale Mathematik-Aufgaben) entwickelt mit dem Ziel, Erhebungen
mit exams-Aufgaben in Eigenregie durchfithren zu kdnnen. Diese wurde
dann 2018 in echo-app umbenannt und um die Funktion der direkten
Riickmeldung an Studierende und Lehrpersonen erweitert.

Abbildung 4: Schematischer Aufbau der Funktionsweise der WebApp (Quelle: Stampfer)
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Funktional betrachtet, verarbeitet die WepApp als Eingabe eine oder
mehrere exams-Aufgaben und liefert als Ausgabe einen R-Datensatz mit
Angaben zu korrekter Beantwortung, Bearbeitungszeit und abgegebener
Antworten. Dieser Datensatz dient dann als Eingabe eines Analyse-Scripts
in R. Aus diesen Resultaten kann anschliefend ein Feedback (derzeit in
Form einer html-Seite) fiir jede/n Studierenden und fiir die Lehrperson
erstellt und iiber die WebApp iibermittelt werden. Ein schematischer
Aufbau der Funktionsweise ist in Abbildung 4 zu sehen (ein Online-
Interface zur Zusammenstellung von Aufgaben aus dem Aufgabenpool ist
angedacht aber noch nicht realisiert).

Abbildung 5 zeigt die gesamte Abfolge von einer exams-Aufgabe bis hin
zur Bearbeitung der Aufgabe durch Studierende.

| Rmd-Datei

{r jecho=FALSE} f
#¢ DATA GENERATION WebApp-Export
26/88
Question l
solution =3
"""" [iehuen]
META-INFORMATION

Abbildung 5: Schematische Abfolge von einer exams-Aufgabe bis hin zur Bearbeitung der
Aufgabe durch Studierende (Quelle: Stampfer)

Feldtestung der WebApp: Erhebung des Natural Number Bias

Im Frithjahr 2017 bot sich die Gelegenheit fiir eine erste Feldtestung der
WebApp. Im Verbund Lehrerlnnenbildung West (Vorarlberg und Tirol)
wurden die Studierenden im Lehramtsstudium Primarstufe (im Folgenden
Primarstufenstudierende genannt) hinsichtlich des sogenannten Natural
Number Bias untersucht. Hierbei handelt es sich um die fehlerhafte
Anwendung von Konzepten zu natiirlichen Zahlen im Kontext rationaler
Zahlen (vgl. Van Hoof, Verschaffel, & Van Dooren, 2015).
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Insgesamt behandelten 318 Primarstufenstudierende (32 davon Ménner) in
durchschnittlich 29 Minuten 83 Aufgaben aus dem Rational Number Sense
Test (entwickelt und validiert von Van Hoof u.a., 2015) und fiinf Fragen zu
demographische Daten. Neben der Korrektheit der 83 Antworten wurden
die Bearbeitungszeiten und alle Eingaben aufgezeichnet. Die Studierenden
erhielten nach Abschluss des Fragensets eine Riickmeldung iiber die korrekt
gelosten Aufgaben (die Feedbackfunktion war damals noch nicht
verfligbar).

Unter Verwendung der Korrektheit und der Bearbeitungszeiten aller 83
Elemente konnte mittels Clusteranalyse fiir gemischte Daten drei Profile
identifiziert werden. Die Erhebung zeigt deutlich, dass viele
Primarstufenstudierende ~ aus  ihrer  Schulausbildung  gravierende
Fehlkonzepte, insbesondere zu Bruchzahlen, mitschleppen, die es in einer
entsprechenden Lehrveranstaltung zu korrigieren gilt. Die identifizierten
Profile gaben nun Anlass sich mit profilspezifischen Interventionen in den
Fachlehrveranstaltungen fiir die Primarstufenstudierenden zu beschiftigen
(fur weitere Details zur Studie sieche Stampfer & Hell, 2018).

Die WebApp erlaubt in diesem Kontext die unmittelbare Klassifikation der
Studierenden (zu vorher ermittelten Trainingsdaten) und damit die
Moglichkeit Lernmaterialien fiir die einzelnen Profile anbieten zu kdnnen.

Ausblick

Das diskutierte R-Paket exams und die WebApp bieten sich sowohl fiir die
Lehre als auch fiir die fachdidaktische Forschung als digitale Werkzeuge an:

Fiir die Lehre ist eine unkomplizierte profilabhéngige Schwerpunktsetzung
moglich. Dies werden die nichsten Schritte im Rahmen der Erhebung des
Natural Number Bias bei Primarstufenstudierenden aber auch bei
Schiilerinnen und Schiilern sein. Gleichzeitig kann das Abschneiden bei
einem Aufgabenset als personlicher Referenzwert und Aktivierung fiir eine
Lehrveranstaltung herangezogen werden. Des Weiteren erhdlt die
Lehrperson in Echtzeit Riickmeldung iiber den aktuellen Lernstand der
Schiilerinnen und Schiiler. Zudem erlaubt das abstrakte (Aufgaben-)Format
im exams-Paket eine zukunftssichere Speicherung der Aufgaben mit
vielfiltigen Exportvarianten.
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Fiir die fachdidaktische Forschung bietet sich die Mdglichkeit, Daten-
erhebung und (automatisierte) Datenanalyse zu verkniipfen, um z.B.
profilspezifische Entwicklungen im Rahmen einer Intervention zu
untersuchen.
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Das Simulationsbeispiel eines Parabelzirkels.
Einfliisse einer digitalen Simulation
auf Sprache und Vorstellungen der Lernenden

Christian van Randenborgh

Ein Beispiel fiir eine digitale Simulation ist die hier vorgestellte Konstruktion eines
Parabelzirkels mit Hilfe einer dynamischen Geometriesoftware (DGS). Nach einer
kurzen Vorstellung des Parabelzirkels von Frans van Schooten (1615-1660) wird
herausgearbeitet, welche Besonderheiten sich beim Mathematiklernen mit einer
digitalen Simulation ergeben konnen. Dabei richtet sich der Fokus auf das
Aufzeigen von Einfliissen einer solchen Simulation auf Sprache und Vorstellungen
der Lernenden. Als zentrale Grundlagen zur Analyse der beobachteten Lernprozesse
werden dabei die Ansidtze der instrumentellen Genese (Rabardel, 2014), der
semiotischen Vermittlung (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008) und der Begriff des
Ideenkonglomerats (van Randenborgh, 2018) angesehen.

Einleitung

Zur Erarbeitung oder Darstellung geometrischer Sachverhalte werden heute
verstarkt dynamische Geometrieprogramme genutzt. Eine spezielle
Maoglichkeit dieser Programme ist es, eine Simulation von realen bzw.
physikalischen Gegenstinden zu erhalten. Diese kann dann von
Schiilerinnen und Schiilern im Mathematikunterricht benutzt und erkundet
werden. Wahlt man als Sozialform eine Gruppen- oder Partnerarbeit, dann
miissen die Schiilerinnen und Schiiler dabei ihre Gedanken verbalisieren.
Sie formulieren ihre Ideen etwa in Worten, Gesten oder Zeichnungen. Am
Beispiel des Parabelzirkels wird herausgearbeitet, wie sich das Lernen mit
einer digitalen Simulation vom Lernen mit realen Gegenstinden
unterscheidet. Unter Riickbezug auf die Ergebnisse einer empirischen
Untersuchung (van Randenborgh, 2015) soll herausgestellt werden, welche
Einfliisse digitaler Simulationen auf Sprache und mit ihr ausgedriickten
Vorstellungen der Lernenden gefunden werden konnten.
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Kurzvorstellung des Parabelzirkels

Abbildung 1 zeigt den Parabelzirkel von Frans van Schooten, wie er in dem
1646 erschienen Werk De organica conicarum sectionum in plano
descriptione von ihm selbst gezeichnet wurde.

Eine dynamisierte Abbildung

In Abbildung 1 ist mehr als das bloBe Gerét zu sehen. Es gibt zusétzliche
Elemente.® Auffillig sind sicher sofort die Hinde. Sie machen deutlich, an
welchen Stellen der Parabelzirkel angefasst und bewegt werden sollte. Auf
diese Weise wird die Abbildung dynamisiert.

Abbildung 1: Parabelzirkel, van Schooten, 1646, S.74

Auch die Parabel ist punktweise eingezeichnet. Allerdings kann man bei der
zu sehenden Einstellung und der durch die Hande angedeuteten Bewegung
nur einen Teil des rechten Parabelastes erzeugen. Wenn der Stift (D) die
Rautenecke H erreicht hat, kann nicht weiter gezeichnet werden. Um die
gesamte abgebildete Parabel zu erzeugen, sind mehrere Umbauten erforder-
lich. Dabei ldsst sich der Scheitelpunkt gar nicht mit dem Gerét zeichnen.
Zu diesem und weiteren Details sei auf van Randenborgh (2018) verwiesen.

6 Vgl. auch van Randenborgh, 2012a; 2015, S.71f.
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Ein Holzmodell

Abbildung 1 ermoglicht durch seine ,,Dynamisierung* und das Einzeichnen
zusétzlicher Linien einen einfachen Zugang zu den wesentlichen Elementen
der Bau- und Funktionsweise des Parabelzirkels. Dieses ldsst sich an der
Holzkonstruktion von van Randenborgh, die in Abbildung 2 zu sehen ist, so
beschreiben: Um mit dem Parabelzirkel zu zeichnen, bewegt man G entlang
der befestigten Schiene (Leitlinie). Auf diese Weise ,,verformt® sich die
Gelenkraute (GFBH) und der Stift (D) zeichnet eine Parabel. Zu beachten
ist, dass der Stift den Schnittpunkt der Diagonalschiene (FH) und einer zur
Leitschiene orthogonalen Schiene darstellt. Fiir die zugrundeliegende
Mathematik des Geréts ist wichtig, dass es sich bei GFBH um eine Raute
handelt. Denn die Diagonale ist damit die Mittelsenkrechte der Strecke BG .
Dieses bedeutet, dass alle Punkte auf ihr von B und G gleich weit entfernt
sind. Da der Punkt D der Schnittpunk der Mittelsenkrechten und einer zur
Leitschiene orthogonalen Schiene ist, handelt es sich bei [DG| um den
Abstand zur Leitlinie.

Leitlinie Lj
=
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ift (Pai Ipunkt)

; annnunk@-i—ﬁ:_: : “:7,\‘;‘-?‘\\-‘_?, :

|
§a )

Abbildung 2: Parabelzirkel von van Randenborgh (2010)

Der in Abbildung 2 gezeigte Parabelzirkel unterscheidet sich in seiner
Bauweise von dem Ausgangsmodell von van Schooten (Abb. 1). Bei diesem
Modell (vom Autor konstruiert) kann sich der Stift (ohne Umbau) nur
innerhalb der Raute bewegen. Damit man die beiden Aste der Parabel
innerhalb der Raute zeichnen kann, ist die Orthogonalschiene bei G so
befestigt, dass sie verschiebbar ist. Wird der Parabelzirkel so weit bewegt,
dass er mit der Orthogonalschiene an B stoft, kann man diese weiter nach
oben ziehen. Dadurch kann der Scheitelpunkt der Parabel und der andere
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Ast so weit gezeichnet werden bis man an die jeweils gegeniiberliegende
Rautenecke (F bzw. H) gelangt.

Eine digitale Simulation

In Abbildung 3 ist die Konstruktion eines digitalen Parabelzirkels zu sehen.
Im Vergleich zum realen Modell beruht er auf derselben mathematischen
Idee, die technische Umsetzung bringt aber andere Moglichkeiten und
Einschriankungen mit sich (s.u.). Es stellt sich daher die Frage, ob und wie
Lernende zur verborgenen Mathematik des digitalen Modells gelangen und
ob es spezifische Unterschiede zum Vorgehen der Lernenden beim Einsatz
eines realen Modells gibt.

[¥

Abbildung 3: digitale Parabelzirkelsimulation (van Randenborgh)

Anders als bei dem realen Parabelzirkel ldsst sich die digitale Konstruktion
(Abb. 3) zundchst nur am Punkt G bewegen. Dieses stellt eine
Einschrdnkung gegeniiber dem realen Modell dar, welches sich an
unterschiedlichen Stellen anfassen und bewegen ladsst. Allerdings verweist
die dynamisierte Abbildung genau auf eine derartige Bewegung und das
reale Modell ldsst sich so auch am besten bewegen. Es gibt auch einige
Erweiterungen. So konnen mit dem digitalen Gerét viele Dinge leicht
durchgefiihrt werden, die mit dem realen Modell nur schwer oder gar nicht
realisierbar sind. Die physikalische Einschrankung, dass man beispielsweise
mit dem realen Parabelzirkel ohne Umbau entweder nur inner- oder nur
auBlerhalb der Gelenkraute zeichnen kann, ist mit der digitalen Simulation
iberwunden. Mit ihr sind sogar die Stellen, an der der Stift die
entsprechenden Rautenecken trifft, die mit dem realen Modell iiberhaupt
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nicht zu zeichnen sind, darstellbar. Dariiber hinaus sind weitere
Erweiterungen und Moglichkeiten des digitalen Parabelzirkels umsetzbar.
So konnen die Lernenden z.B. diese Verdnderungsmoglichkeiten
vornehmen:

* Es lassen sich zusitzliche Informationen und Dinge anzeigen, wie
z.B. die Streckenldngen oder WinkelgrofBen.

e  FEs lasst sich durch die beiden Rautenecken F und H eine Gerade
legen.

e Es konnen die Spuren von anderen geometrischen Objekten ange-
zeigt werden, wie z.B. die der Halbgeraden bzw. Geraden FH.

e  Eslisst sich die Lage des Brennpunktes (B) oder der Leitlinie viel-
féltiger variieren.

Fazit: Unterschiedliche Ideen eines Parabelzirkels

Diese kurze Beschreibung ermdglicht es schon zu erkennen, dass in der
Bauweise unterschiedliche Ideen wiederzufinden sind. Dieses sollte meines
Erachtens auch durch die zusitzlichen Einzeichnungen in der dynamisierten
Abbildung von van Schooten (Abb. 1) deutlich werden. Denn die
Abbildung ermdglicht es dem Betrachter auf diese Art leichter, die
Einsatzidee des Gerits, das Zeichnen von Parabeln, zu erkennen.

Die mechanische oder technische Idee ist die Idee, die bereits am bloflen
Gerit am leichtesten zu sehen ist. Beispielsweise ist in dem Viereck GFBH
eine Gelenkraute zu erkennen, bei der ihre geometrischen Eigenschaften
selbst beim Bewegen erhalten bleiben. Auch die Orthogonalitit von EG und
GD ist schon in der dynamisierten Abbildung gut sichtbar. Unterstiitzt wird
diese Wahrnehmung noch durch die Hilfslinien, da der rechte Winkel bei C
gut erkennbar ist und damit CDGE deutlich als Rechteck erscheint.

Die zugrundeliegende mathematische Idee wird in Abbildung 4 visualisiert.
Wie zu erkennen ist, befindet sich der Stift (Parabelpunkt D) auf der
Mittelsenkrechten zu BG. Daher ist er gleich weit von B und von G
entfernt. Der im dritten Bild markierte rechte Winkel zeigt an, dass es nicht
nur um die Entfernung zu zwei Punkten geht, sondern vor allem um den
Abstand zur Leitlinie. Denn der Punkt D liegt immer — konstruktionsbedingt
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— auf der Orthogonalen zur Geraden GE. Dies zu erkennen, ist der
entscheidende Schritt, um die Parabel als Menge aller Punkte, die zu einem
festen Punkt (Brennpunkt B) und zu einer festen Geraden (Leitlinie GE) den
gleichen Abstand haben, auffassen zu konnen.

Fs

e .

Abb. 4: Ausgangssituation (Bild1); nach Bewegen (Bild 2);
mit Hilfslinien & Beschriftung (Bild3)

Diese drei Ideen bezeichne ich als gegenstindliche Ideen. In der
historischen Abbildung ist aber durch die Dynamisierung noch eine andere
Art von Ideen erkennbar. Man kann sie als Nutzungsidee bezeichnen. Durch
das Einzeichnen der Hénde zeigt der Erfinder, wie das Gerit zu gebrauchen
ist. Die eingezeichneten Hilfslinien unterstiitzen gezielt das Entwickeln von
Erklirungsideen des Betrachters. Durch die zusitzlichen Einzeichnungen
erfahrt der Betrachter — ohne es ausprobieren zu koénnen oder zu miissen —
was, wie und warum das Gerat zeichnet. Dieses ermdglicht es auch heute
noch, einen Zugang zur urspriinglichen Verkniipfungsidee des Erfinders zu
finden.

Doch warum sollte man sich im heutigen Mathematikunterricht noch mit
einem historischen Zeichengerdt aus dem 17. Jahrhundert beschiftigen?
Was konnen Schiilerinnen und Schiiler dabei wie lernen? Diese Fragen will
der Artikel nur indirekt beantworten.® Hier soll vielmehr den folgenden
Fragen nachgegangen werden: Wie lassen sich Schiileraktivititen mit einer

7 Siehe van Randenborgh, 2018.

8 Dazu siche etwa van Randenborgh, 2012b.
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digitalen Simulation des Gerites beobachten, analysieren und inter-
pretieren? Welche Gemeinsamkeiten und Unterschiede gibt es beim Einsatz
eines realen bzw. digitalen Modells? Lassen sich charakteristische Einfliisse
einer digitalen Simulation auf Sprache und Vorstellungen der Lernenden
finden? Um diesen Aspekten nachzugehen, ist ein theoretischer Rahmen
erforderlich, der es erlaubt, die Lernwege genau zu erfassen.

Theoretischer Rahmen fiir den Einsatz des Parabelzirkels

Zunachst sollen die eben genannten Ideen mit Hilfe des von mir
entwickelten Begriffs des Ideenkonglomerats systematisiert und erldutert
werden. Im Anschluss daran werden Beziige zum Modell der
instrumentellen Genese (Rabardel, 2014; 1995) aufgezeigt. Auch der Ansatz
der semiotischen Vermittlung (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008) soll kurz
vorgestellt werden.

Der Begriff des ldeenkonglomerats

Das Wort Konglomerat stammt vom lateinischen Wort conglomerare. Es
bedeutet ,,zusammenballen. Daher bezeichnet es in der Geologie ein aus
einzelnen, ganz unterschiedlichen Steinbestandteilen zusammengesetztes
Gestein. Unter ecinem Ideenkonglomerat verstehe ich also ein aus
unterschiedlichen Ideen zusammengesetztes Gebilde. Allerdings ist der
Bildungsprozess eines Ideenkonglomerats nicht endgiiltig abgeschlossen.
Denn eine Idee ist immer mit der Wahrnehmung eines Subjekts verbunden.
Ein Ideenkonglomerat ldsst sich damit folgendermaBen definieren oder
umschreiben’:

Ein Gebilde oder eine Menge von Ideen, die eine Person in einem
Gegenstand (hier: Zeichengerit, allgemein: Artefakt) wahrnimmt und
mit ihm verbindet, heiit Ideenkonglomerat.

Dabei konnen bei einem solchen mathematikhaltigen Gegenstand die
folgenden sechs Ideen unterschieden werden.'® Diese sind allerdings auch

9 Vgl. van Randenborgh, 2018.

10 Zu den einzelnen Ideen des Parabelzirkels siche van Randenborgh, 2014; 2015; 2018.
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ineinander verwoben. Sie sind vom Subjekt, dem Zeitpunkt und Ort der
Begegnung abhingig (s.u.). Es handelt sich um die folgenden Ideen:

¢ Einsatzidee,

e mechanische oder technische Idee,
e mathematische Idee,

e kulturell-historische Idee,

¢  Nutzungs- und Erklarungsideen,

e didaktische Idee.

Dabei lassen sich zwei Arten von Ideen unterscheiden.

Es gibt Ideen, die im Artefakt manifestiert vorliegen. Sie werden daher von
mir als die gegenstindlichen Ideen bezeichnet. Zu ihnen zdhlen die
Einsatzidee, die mechanische und die mathematische Idee. Dann gibt es
Ideen, die in den Gedanken und Vorstellungen einer Person (Subjekt)
entstanden sind oder entstehen. Diese nenne ich die personalen Ideen. Es
handelt sich hierbei um die Nutzungs- und Erklirungsideen. Sie sind von
der Zeit, der Situation und dem Ort abhéngig. Beispielsweise kann die
urspriingliche Nutzungs- und Erklérungsidee des Erfinders als eine
personale Idee der Vergangenheit in der Gegenwart als kulturell-historische
Idee erschlossen werden.

Fiir den Mathematikunterricht bedeutet dies, dass beim Einsatz eines
Artefakts zwischen dem Ideenkonglomerat des Lehrenden und den
Ideenkonglomeraten der Lernenden unterschieden werden muss. Denn das
Ideenkonglomerat des Lehrenden (didaktische Idee) flieBt in den Unterricht
ein, und die Ideenkonglomerate der Lernenden werden im dort stattfinden
Lernprozessen gebildet. Das Subjekt erschliet sich das Artefakt durch
Ausprobieren und Erforschen der diesem zugrundeliegenden gegens-
tandlichen Ideen. Hier kommt es dann zur Entwicklung von Nutzungs- und
Erkldrungsideen. Somit steht ein mathematikhaltiger Gegenstand im
Spannungsfeld zwischen (a) den gegenstdndlichen und den personalen
Ideen der Vergangenheit (,,ist gebildet worden™) und (b) dem Augenblick
der Auseinandersetzung und der Entwicklung von personalen Ideen des
erforschenden Subjekts (,,wird gebildet). Dieser Aspekt wird auch von der
Theorie der instrumentellen Genese angesprochen.
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Das Modell der instrumentellen Genese

Der Ausgangspunkt fiir dieses Modell ist die Uberlegung, dass ein
Instrument nicht einfach gegeben ist, sondern sich in Auseinandersetzung
mit dem Gegenstand entwickelt. Es wird daher zwischen einem Artefakt
und einem Instrument unterschieden.!! Es kommt entscheidend darauf an,
dass ein instrumenteller Bezug zwischen dem Artefakt und dem Subjekt
gebildet wird, und wie sich dieser gestaltet.'” Ein Instrument entsteht also
erst in einem wechselseitigen Beeinflussungsprozess zwischen Artefakt und
Nutzer:

“Instrumental genesis is a process [...] and has two components, the first one
(instrumentalisation) directed toward the artefact shaped by the users’ activity,
the second one (instrumentation) directed toward the subject (the artefact shap-
ing an user’s activity). "

Der Begriff Instrumentation bezeichnet die Beeinflussungsrichtung vom
Gerdt zum Nutzer. Mit dem Begriff der Instrumentalisation ist dann die
umgekehrte Richtung vom Nutzer zum Gerit gekennzeichnet. Hierbei gibt
es besondere Einflussfaktoren. Das sind auf der Seite des Geréts die diesem
zugrundeliegenden Zwiange (constraints) und Moglichkeiten
(potentialities). Auf der Seite des Subjekts beeinflussen sein Wissen
(knowledge) und seine Fertigkeiten (work method) diesen Prozess." Daher
kann man mit Drijvers et al. (2009) sagen: Ein Instrument ist

“the psychological construct of the artefact together with the mental schemes
the user develops for specific types of tasks. In such schemes, technical knowl-
edge and domain-specific knowledge (in our case mathematical knowledge) are
intertwined. "

Diese Sichtweise verdeutlicht, dass einer genauen Beobachtung der
Tatigkeiten der Lernenden mit dem Artefakt eine besondere Bedeutung

11 So z.B. Schmidt-Thieme & Weigand, 2015; Verillon & Rabardel, 1995; Trouche, 2005.
12 Siehe auch Verillon & Rabardel, 1995.

13 Maschietto & Trouche, 2010, S. 37.

14 So auch Maschietto & Trouche, 2010, S. 37.

15 Drijvers et al., 2009, S. 1349.
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zukommt. Hierflir erscheint der Ansatz der semiotischen Vermittlung
geeignet zu sein.

Das Modell der semiotischen Vermittlung

Das Modell der semiotischen Vermittlung ist wichtig, um die Zeichen — also
Worte, Gesten, Formulierungen, Skizzen etc. — zu erfassen. Bei diesem
Ansatz wird ein Artefakt als Vermittlungsgegenstand aufgefasst. Es wird als
tool of semiotic meditation*'® bezeichnet. In dieser Formulierung wird
meines Erachtens deutlich die Vermittlungsfunktion als didaktische Idee des
Lehrenden angesprochen. Diese Bezeichnung wird bereits von Bartolini
Bussi und Mariotti (2008) verwendet:

“In summary, on the one hand, personal meanings are related to the use of the
artifact, in particular in relation to the aim of accomplishing the task; on the
other hand, mathematical meanings may be related to the artifact and its use.
This double semiotic relationship will be named the semiotic potential of an ar-
tifact. Because of this double relationship, the artifact may function as a semi-
otic mediator and not simply as a mediator, but such a function of semiotic me-
diation is not automatically activated. "’

In diesem Kontext weisen Bartolini Bussi und Mariotti (2008) zu Recht auf
die Bedeutung der Lehrkraft und die Art der Orchestrierung hin. Denn ein
Prozess einer semiotischen Vermittlung beginnt im Unterricht nicht
automatisch, sondern er bedarf einer bewussten Initiierung. Ich sehe im
Lehrenden und einer entsprechenden Lernumgebung zwei wesentliche
Faktoren. Sie ermdglichen einen Zugang zur Bildung eines
Ideenkonglomerats der Lernenden in einem Prozess der instrumentellen
Genese. In diesem Prozess nimmt dann ein Artefakt — oder konkret ein
Zeichengerdt wie der Parabelzirkel — eine entsprechende Vermittlungs-
funktion ein. Hierbei entstehen im Unterricht Worte, Formulierungen oder
allgemein Zeichen. Diese werden von den Lernenden weiterentwickelt, so
dass man sagen kann, dass ein Prozess der Entstehung und Entwicklung von
Zeichen stattfindet.

16 Maschietto & Trouche, 2010, S. 38.

17 Bartolini Bussi & Mariotti, 2008, S. 754.
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Einfliisse einer digitalen Simulation auf Sprache und Vorstellungen

Um die Schiilertitigkeiten und ihre Lernwege mit einem Artefakt — hier
dem Parabelzirkel von van Schooten — zu analysieren, wurde insgesamt 86
Schiilerinnen und Schiiler zu Beginn der gymnasialen Oberstufe beobachtet.
Dartiber hinaus wurden 14 leitfadengestiitzte Interviews gefiihrt. Untersucht
wurden drei Klassentypen: So erhielten zwei Klassen ausschlielich reale
Modelle, eine Klasse nur digitale und eine Klasse reale und digitale
Parabelzirkel zur Auswahl. Die Lernenden sollten dabei in Gruppen- bzw.
Partnerarbeit herausfinden, was das Gerét zeichnet. Ferner sollten sie die
Funktionsweise erkléren.'®

Im Rahmen dieser Untersuchung konnte festgestellt werden, dass die im
Ideenkonglomerat vorhandenen gegenstdndlichen Ideen die Erforschung des
Artefakts und somit die Lernwege der Schiilerinnen und Schiiler
grundlegend beeinflussten. Dabei benutzten die Lernenden unterschiedliche
Worte und Formulierungen etc. So konnten vier Zeichenkategorien
unterschieden werden.'® Dariiber hinaus gab es bestimmte Zeichen, die die
Lernwege lenkten. Sie wurde von mir Trdigerzeichen genannt.”® Derartige
Lernprozesse und diese Art der Zeichengenese konnten beim Unterrichts-
einsatz eines realen Zeichengerits und eines digitalen Modells beobachtet
werden. Es gab aber auch Unterschiede. Ein wesentlicher ist der, dass es
bestimmte Formulierungen der Lernenden gab, die nur beim digitalen
Parabelzirkel auftraten. Bei den Lerngruppen, die nur ein digitales Modell
erhielten, gab es einerseits Zeichen, die bei den Lerngruppen, die nur einen
realen Parabelzirkel erhielten, nicht gab. Beispiele dafiir sind die folgenden
Worte: verschiebbarer Punkt, Schieber, Strahl, Spur. Andererseits gab es
auch Ausdriicke, die belegen, dass manche Lernenden sich iiberlegt haben,
wie bestimmte Elemente des digitalen Modells in der Realitdt aussehen
wiirden. Beispielsweise sprachen sie dann von einem Stift oder Schienen.

18 Siehe van Randenborgh, 2015, S.99ff.

19 Es wurden Artefakt-, Schliissel-, Instrument- und Mathematikzeichen unterschieden. Siehe
dazu: van Randenborgh, 2015, S.114ff. Damit wurden die von Bartolini Bussi und Mariotti
(2008, S.756ff) beschriebenen Zeichen um die Kategorie der Instrumentzeichen erweitert.

20 Siehe van Randenborgh, 2015, S.116ff.
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Festzustellen war, dass fiir das Aufdecken der zugrundeliegenden
Mathematik, es entscheidend wichtig war, dass die Lernenden die Zwdnge
des Geriits genauer untersuchten und sie diese erkldren konnten.?' Dieses
war bei beiden Modellarten so. Dabei konnten sowohl beim FEinsatz eines
realen als auch eines digitalen Modells zwei Leitperspektiven festgestellt
werden. Zum einen gab es eine Konzentration der Lernenden auf die
Erforschung der Grenzen und Zwinge des Gerdts. Zum anderen spielten die
Beschiftigung mit den Moglichkeiten und ein Verdanderungsdenken (,,Was
wire, wenn ...“) eine leitende Rolle. Beim digitalen Parabelzirkel konnten
speziell die folgenden vier Instrumentalisationstypen unterschieden werden:
Typ 1 »DGS-Grenzen & DGS-Moglichkeiten«, Typ 2 »Zwinge
aufgedeckt«, Typ 3 »Grenzen und Zwénge« und Typ 4, der als ein
»Wechseltyp« zwischen Typ 1 und 2 beschrieben werden kann. Dabei war
festzustellen, dass die unterschiedlichen Typen auch verschiedene
Vorstellungen der Lernenden vom Artefakt (Parabelzirkel) wiederspiegeln.
Diese konnen vom Beobachter an den gefunden gegensténdlichen Ideen und
vor allem an den von den Lernenden gebildeten Nutzungs- und Erklarungs-
ideen erkannt werden. Letztlich ist an dieser Bildung des Ideen-
konglomerats der Lernenden erkennbar, ob der Prozess der instrumentellen
Genese des Zeichengerdts zu einem Instrument der Wissensaneignung
erfolgreich war.

Ideen und Vorstellungen des Typs »DGS-Grenzen & DGS-Moglichkeiten«

Die Schiilerinnen und Schiiler dieses ersten Typs konnten die Einsatzidee
und die mechanische Idee erkennen.

Das Aufdecken der mathematischen Idee gelang nur ansatzweise. Es fand
keine Verkniipfung der gegenstindlichen Ideen statt. Mit Blick auf die
gebildeten Nutzungs- und Erkldrungsideen liel sich beobachten, dass die
DGS—Konstruktion der Raute analysiert wurde. Die Raute wurde also nicht
als ein gegebener Bestandteil der mechanischen Idee wahrgenommen und
als konstruktiv fiir die Bauweise des Parabelzirkels angesehen. Den
Lernenden dieses Typs war es daher auch nicht méglich, zum Abstandsbe-

21 Zum Begriff des Zwangs und der Abgrenzung gegeniiber dem der Grenze siehe van Ran-
denborgh, 2018.
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griff zu gelangen. Somit konnte auch nur von einer ansatzweise
stattgefunden instrumentellen Wissensaneignung gesprochen werden. Bei
Lernenden dieses Typs wurde die DGS-Konstruktion der auf dem
Bildschirm zu sehenden Dinge untersucht.

Ideen und Vorstellungen des Typs »Zwdiinge aufgedeckt«

Hier gelangten die Lernenden bei ihrer instrumentellen Wissensaneignung
schon weiter. Die gegenstdndlichen Ideen wurden entdeckt und miteinander
verkniipft. Allerdings wurde die mathematische Idee nur teilweise
aufgedeckt. Auch der Abstandsbegriff wurde nicht vollstindig erfasst. Die
Nutzungs- und Erkldrungsideen zeigen, dass die Raute als Bestandteil des
Parabelzirkels erfasst wurde. Die mechanisch-technische Bedeutung der
Raute wurde erkannt. So wurde mehr als die DGS-Konstruktion untersucht,
aber die Lernenden betrachteten den digitalen Parabelzirkel nicht als einen
digitalen Nachbau eines mathematikhaltigen Gegenstandes. In dem Artefakt
wurde eher eine Art virtueller Parabelzirkel gesehen, der keine Bezilige zur
mathematischen oder realen Welt hat.

Ideen und Vorstellungen des Typs »Grenzen und Zwdnge«

Hier gelang die instrumentelle Genese vollstindig. Der Abstandbegriff
wurde in seiner zentralen Bedeutung fiir die dem Gerét zugrundeliegende
Mathematik erfasst. Die einzelnen Ideen wurden miteinander verkniipft. Die
Raute wurde als Bestandteil des digitalen Parabelzirkels aufgefasst. Bei
manchen Lernenden gab es einen Vorstellungsvergleich mit einem
gedachten realen Modell (digital — real). Hier kann man sagen, dass die
Lernenden dieses Typs die Vorstellung einer digitalen Simulation hatten.
Denn sie betrachteten das digitale Modell als ein Modell fiir ein
Zeichengerdt mit einer besonderen mathematischen Idee, mit dem man
Parabeln auf eine bestimmte Art und Weise erzeugen kann. Das Aufdecken
der Funktionsweise und des Zusammenhangs zur Konstruktion (Bauweise)
fithrte zur verborgenen Mathematik der Simulation.

Fazit: Wichtige Einflussfaktoren fiir erfolgreiches Mathematiklernen
mit einer digitalen Simulation

Zunichst ist festzuhalten, dass Lernende, die ein digitales Modell im
Unterricht erforscht haben, teilweise andere Worte und Formulierungen
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verwendet haben. Es gab also einen Einfluss der digitalen Lernumgebung
auf die Zeichen und Sprache der Lernenden. Beispielsweise taten diec Worte
»Spur®, ,verschiebbarer Punkt® oder ,,Schieber nur bei den Lerngruppen
auf, die eine digitale Simulation untersucht haben. Héufig war auch eine Art
dynamische Sicht festzustellen. Es gab dynamische Beschreibungen auf der
Handlungsebene, v.a. beim Typ 1 und 2. Bei Lernenden des ersten Typs
kam das z.B. in Formulierungen, wie ,,beim Bewegen“ oder ,,durch das
Schieben zum Ausdruck. Lernende des Typs 2 formulierten z.B. ,,...
dndert die Raute ihre Form®“ oder ,,... bleibt die ganze Zeit auf der
Diagonalen®, wenn sie sich Bewegungsvorgénge vorstellten.

Hinzuweisen ist auch auf die spezifischen Verdnderungsmoglichkeiten des
Artefakts. So wurden von den Schiilerinnen und Schiilern beim digitalen
Parabelzirkel z.B. Strecken durch Geraden ersetzt oder es wurde die Spur
bzw. Ortslinie von anderen Objekten untersucht.

Mit Blick auf einen erfolgreichen Prozess der instrumentellen Wissens-
aneignung® mit einer digitalen Simulation, bei dem das Artefakt, in dem die
zugrundeliegende Mathematik verborgen ist, zu einem Instrument geworden
ist, in dem die Lernenden die mathematische Idee des Artefakts aufgedeckt
und sich erschlossen haben, sind zwei Aspekte zentral:

1. Wahrnehmen als digitale Simulation: Die digitale Simulation muss
zunichst erst einmal von den Lernenden als solche wahrgenommen werden
(wie beim Typ »Grenzen und Zwinge«). Es geht letztlich darum zu kléren,
was das Artefakt {iberhaupt ist. Wenn die Lernenden die gesamte DGS-
Konstruktion als solche untersucht haben (wie beim Typ 1) oder den
digitalen Parabelzirkel als eine Art virtuelles Objekt aufgefasst haben (wie
beim Typ 2) konnten sie nicht zur mathematischen Idee gelangen.

Das bedeutet also, dass eine Simulation nicht a priori gegeben ist. Sie
entsteht vielmehr erst durch die Wahrnehmung eines Subjekts.

2. Grenzen, Zwinge und Moglichkeiten untersuchen: Die Lernenden
miissen Grenzen, Zwinge und Moglichkeiten der digitalen Simulation
erkennen und vor allem die Zwinge weiter erforschen, da erst dieses zur
verborgenen Mathematik fiihrt.

22 Zum Begriff siche van Randenborgh, 2015, S.142ff.
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Zusétzlich hilfreich war es, wenn die Lernenden Vorstellungen davon
entwickelten, wie bestimmte Elemente der digitalen Simulation real bzw.
physisch aussehen wiirden. Dieser Abgleich von real und digital fithrte auch
zu weiterfilhrenden Gedanken iiber die digitale Simulation. Beispielsweise
wurden so Dbestimmte Grenzen des digitalen Parabelzirkels (z.B.
Zeichenbereich) oder auch Phénomene der Software (z.B. bestimmte
Strecken erscheinen manchmal verkiirzt) hinterfragt und erklért.

Diese Aspekte konnen zusammenfassend als entscheidend dafiir angesehen
werden, ob Schiilerinnen und Schiiler erfolgreich Mathematik mit einer
digitalen Simulation lernen. Forderlich in diesen Lernprozessen war es,
wenn die Lernenden sich Vorstellungen davon gemacht haben, wie
bestimmte Elemente oder Phinomene der digitalen Simulation in der realen
bzw. physikalisch-gegenstiandlichen Welt aussehen wiirden. Die Ausbildung
solcher Vorstellungen kann durch die Prisenz eines realen Modells oder
einer (historischen) Abbildung unterstiitzt werden.”® Gerade der
Vorstellungsabgleich zwischen real und digital kann zu tieferen Einsichten
in die Bau- und Funktionsweise der (digitalen) Simulation, der benutzten
DGS und der zugrundeliegenden Mathematik fiihren.
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